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ERA PEAKE HS 


Rae (SOR AR) 中 我 的 四 卷 《 数 学 现 
实 $ 出 译 者 译 成 由 文 ， 这 实在 是 非常 意外 韵事 情 。 
我 为 本 书 有 了 审 译本 殊 感 荣 兴 ， 砍 然 号 出 下 面 的 简 
短 附 盲 ， 作 为 译本 的 开场 轨 (个 是 用 来 代 若 本 书 原 
ARFS). 

HER BERT A THRE, RAAR 
ARR, AS RS ee N ADIR 
此 ， 这 是 值得 注意 的 率 情 。 这 个 译本 里 也 痊 托 着 我 
RUMAH, BRA a HEA his ERN 
新 东西 。 


zt HF m HFR 4983.4 18 


美国 数学 协会 的 过 多 尔 恰 尼 数 学 介绍 性 著 必 
AP fe RATo hpi, 

dad oA UP ORAE SLE PRA (Mary P. 
Doiciarik #4, RAAT Ekk., LHR 
aI Hote, WW RRR 
aj EEG. 

5AM, MELB RAABH EH, BE 
HALET, MPRA SI ET RADAR 5 
‘ep Ab, @HRBARAAAM, CARH, X 
FR ERE 85. 

BH, RIER”, FREER CELE 
周转 资金 来 创办 这 套 攻 数学 介绍 性 著作 和 从 节 ， 蒜 
以 实现 她 的 目的 。 

Ao fh A AR EE Rep UIs AA, WES 
SAABRMERPAS. HA. SERA E X63 
题 ， 很 多 卷 还 附 有 解答 、 因 此， 这 奋 从 书 将 能 提供 
Ae SH, AMA AA, K 
科 设 想 ， 这 套 人 只 书 古 有 数学 才能 的 中 学生 可 以 需 懂 
$j, 亿 水 平 要 高 的 党 学 工作 沉 岂 不 能 对 此 挤 以 轻 


a 
3a a 


LOKFALLRARF RES REAABEE 
ik JA 4) HEN NE, MRAM d CE E HS 
A, REEWARAHAH, SMSMS, RAF 
P. FAEROE e a EA p Ae 
HAF, ATË. 


I EN dep Rn RAS BEEN 
Aya 
CEdwin F, Beekenbach ò 


—. EB 
H.L.£RfE, D.T. HERH 

I. AETR 
K.H E 

(RE. ESE PH EAF] 
KFP. EEE 

本、 付 比 尼 原 理 与 狄 里 克 示 原理 
5. K. Hip 

£s. MESSE 

| RBA ARR 

A. RED 
R.F. WEE 

v., LIF ed mL s, 
GD anne 

OAM KA, ARES TX dC 
RPE 

Ju. FP EH IR 48 05 PR 
RWB? 

T. RAH 
RPL w+ 


CEAR L3 


"UR. L: SE, D.T BARS 


1. SE BBR KIT, WE, 
WARE >A RAS, MT Ry TE 
Ar BUE Sn ECR NEN A EE RN 
AES ABL A EA CL) AAs. Sons 
+ ABB SUAE AER, BA (2): x 
人 ， 其 中 没有 一 个 大 入 经 和 另外 两 大 所 证 于。 > 

WS TCR CIE T: E UECRCACRCUTS DEREN 
BES) AR 1 ae, GORE qo MCRCTS- 
Sq Xue XN. FRERISLRE 
证 角 ， 人 始终 会 是 赢家 ， 南 且 还 要 指 册 ，: GAA 
oS tok A Sh Ae Se Au, 每 一 组 都 满 是 二 
ME. s aus 

这 个 问题 的 另 一 ———— 
=a + Baa XN (William, ow ell 
Putnam) KAM RID (11.， 五 年 后 作 
Jj [8 LE 13215 8E KE RUE HUE. C22 . ERE 
WRRET ESR, 以 不 同 的 方法 拓 广 这 个 加 


ui, rh mm), mi uan 
1 9 8 3 年 一 译注 EN 


题 ， 简 化 已 有 的 证 明 ， 探 索 这 个 问题 与 数学 其 他 间 
题 的 关系 ， DRAB KREME, RELA 
以 暂停 一 下 , : 看 看 你 是 不 是 能 解 下 面 的 河 题 . 
E1321. 

EW, ERAPARSH, EXdTAEA 
相互 认识 ， .要么 根本 不 认识 ， 


2。 再 改变 问题 的 提 读 ， 热 后 加 以 解 问 、 上 面 
的 那 种 才 述 问题 前 方式 一 点 儿 也 没有 告诉 我 们 姑 何 
RPE, BRT RAAT ERR 
ZEE, INS At RE el fad AED eT —À 
步 了 。 稍 加 思索 就 可 发 现 叙 述 不 当 之 处 。 比 如 问题 
PRAT “A? RRA. HET "Wn", “R 
RO GY. RRNEAATHURKARMS, 
AH GATMARZA, -EIA 253872 IG 
立 要 么 不成立 。 这 就 告诉 我 从 可 以 用 几何 的 办 法 在 
平面 上 用 六 个 点 来 代表 六 个 人 .如 果 两 个 人 相识 ,我 
们 就 用 一 条 线 妖 (路 径 ) 把 两 点 连结 起 来 。 如 果 他 们 
不 相识 ， 那 就 不 划 线 。 经 过 谈 换 之 后 问题 就 变 成 : 

证 明 ， 所 夯 击 的 图 形 要 么 含有 一 个 三 角形 ， 骂 
么 含有 这 样 的 三 点， 这 三 点 中 任何 一 点 都 与 其 余 本 
点 不 相连 。 

关中 三 点 如 果 连 了 三 条 线 , 就 叫 满 三 角形 ;如 果 
-FRERE PM e — He 如果 只 连 了 一 条 或 两 

2 


HAMM MI oko 

Hau TRMOGDERE T MER 
A, HERE ABTRA. RHES-ASKA 
各 点 朋 线 盘 连 结 起 来 。 如 果 两 点 所 代表 的 人 相识 ， 
RA RASS E de CT Aa PRR AC 
AGA, SCARE CTCL LT ERIE S: 
BAUER, ARR eR) BRB Hu HE NUI 
X23 8H. SRR AR PRES AR 


B 1 
Wo RASURLLECL AUD, MER GR ADE 
的 ， 欠 三 角形 的 个 数 。 于 是 原 问题 变 为 ， 
证 明 ， 在 任意 的 含 六 个 顶点 的 双色 图 中 


R+B>1, 


MRT, BML BR +B, 
AG aR GS, SET. Ki 


D: 


来 看 任 一 顶点 与 把 它 和 另外 五 个 :顶点 Ae UR 
线 。 五 条 钱 中 至 少 有 三 条 线 颜 色相 间 ， 比 如 说 都 是 
蓝 色 。 滥 线 连 的 三 点 中 如 时 任意 两 点 间 也 是 蓝 线 所 
演 ， 则 这 丁点 与 最 初 那 一 点 便 组 成 一 个 蓝 包 三 角 
Ka 车 三 点 中 任何 两 点 都 不 是 蓝 线 所 连 ， 风 这 三 点 
AW ELIGE. HER TBS 1. 

其 实 我 们 最 初 这 个 问题 要 求 的 绪论 太 能 本 R 
们 后 面 将 证 明 蝎 强 的 结论 

R-BZ2, 

xd Bde Te BE — ba ORENSE. BEF 
绍 研 究 一 下 图 2 便 知 ，《 就 本 例 而 言 ，) B=0, 
R= 2, RUR+2=2 l 


Ea 
关于 完全 双鱼 图， 大 们 还 可 以 报 许 过 问题 。 合 
i zepant RAA Tit WEG 
d 


六 个 顶点 ， 这 种 图 中 的 各 类 三 角形 的 总 数 是 Cf6， 
3) €20; MEX A A RS RA 
4 xh (AMAZE RBY mp NOR C. (6.2) 
一 15。 如 果 亡 有 的 过 者 是 红色 ， 那 么 所 有 20 个 三 角 
PRAGA. WRAL E ATA, ADEE 
1. ADDR ARET HB, Ab AS 
ATM 4 PRR PRE BAR e EL fg 
TAW. WRA SAR WEE MEDI, 2 RFE IR AR 
有 12 个 或 13 个 红 三 角形 ， 这 由 2 ee A 
SORE. BRR, d m 


., 72, 如 果 一 个 完全 双 名 图 有 6 个 顶点 ,12 条 
id, 3d. ARS BET EST l | 

TUE e ERE e aber, RNR ASRS 
我 们 早先 的 问题 有 关 的 问题 。 我 们 把 没有 蓝 色 三 角 
PREMERE. RA,- 无 蓝图 的 红 三 角形 个 数 最 
PRED? 可 以 想象 得 到; melbesmN: B 的 最 
小 值 比 对 8B 不 加 限制 时 要 大 些 。 对 6 个 TRAE 
说 ， 图 2 证 实 了 Be=D 时 mls (R+B) -—2. Hu 
话说 , AEBe 0 的 条 件 下 R + BR BOR. 
FREE ARDARA RE S 
个 顶点 的 图 有 类似 结果 哟 ? 我 他 对 不 问题 的 初步 扑 
广 就 是 考虑 含 任意 入 顶 点 的 图 ， 


练习 3。 画 一 个 与 图 2 不 同 的 无 蓝 戏 多 图 ， 要 有 
CWA, HDS dp Tie SU. 


INP OD ARBOR EB. RMB RENS 
3 个 点 ， 其 中 任意 三 上 上 都 不 共 线 。 完 全 可 以 把 这 些 
点 当成 是 正 站 边 形 的 顶点 。 将 每 两 点 用 线段 连结 赵 
X, AK-A (GH) 点 完全 图 ,线段 (LM 
边 ) 总 数 为 


eum D, 


全 部 过 或 着 红色 或 者 蓝 色 ， 从 和 构成 一 个 人 点 完全 
双色 图 。 这 个 图 中 的 三 角形 数 自 是 


Ns)  NOUAXN 2). 


ARK, WRK WHR AEA 形 数目 ， 
BR 表 示 三 边 为 红色 的 三 角形 的 数目 ，. MR RAE 
角形 的 数目 。 于 是 
B+R+M=C(N, 3), | 

ROLE PST DICERE DEL, REMMI es T 
Nid, R+ 8 取 最 小 值 的 图 ,. 这 个 同 题 曾 被 A。W， 
BIS (3) 作为 问题 ET321 的 推广 研究 过 。 他 证 
HT, BERR -+ 3 值 可 用 下 列 公 式 表 示 ; 

& 


n(m-1)-2). NAM, N= mB: 


| "em NAS, N-4amciB 


ammi) Carn") D* vam; N = Gh BB. 


AA, SESR ILACGE S6, EY AY. 
HELK, - i 


感性 认识 ， 我 他 可 以 用 上 面 的 公式 计算 志 下 面 这 个 


OROL 
N - min (R+B) 
le5 0 
MM TE 
T 4 
a 8 
p 12 
10 20 
Ii 28 
12? 40 


用 原 问题 的 语言 来 表达 ， 我 们 可 以 这 各 说， 恩人 笠 
玉 会 ， 定 有 上 二 个 或 十 二 个 以 上 不 同 的 三 人 组 ， 在 
这 种 三 人 组 中 要 么 三 人 苇 相 认识 ， 要 么 耳 不 认识 ， 

EKRA DPRK AT AEN AE TIA 
个 数 的 极 图 来 验证 玫 中 的 某 些 数值 。 N=1l, 2, 
3 的 情形 当然 是 大 显然 了 ， 无 需 作 图 ，N 二 4 时 也 
ASHER + B= 0 的 航 图 来 。 要 发 现 人 一 5 时 的 这 
HEARST, BEN 6H 人 情形， 我 们 已 经 提 
到 过 ， 图 2 就 是 一个 PR+ B 一 2 的 棚 图 RUBS 
我 们 部 还 没有 证 明 + BHAT 1 ， 


4 r J I a 


43 5. MA LENG EH MIR, 


4, AAS tht ABSaR4 ue 
十 三 年 后 ，A .1. 什 温 克 [4 说 发 表 了 一 个 更 简单 
fd PRUE NH, YARAR HEL SR OLI 
洁 。 对 任意 实数 x， 记 号 〔x] 表示 不 超过 x 的 最 大 
wx. pium CS) 一 1， C22 = 2。 什 温 克 把 加 


$8 Ei ox sh EF alt 


min(R+B}= CW, »-CSCC 3.) JJ. 
bat P BIER £87; 48-5 db D ERAS CHR, 

ARERR. Bt, tise 
SATE RIT Be ER 

8 


u<[3¥[ (ZF). 


WFR+B+M=CON, 3), M 


R+B>C(N, 3)- (FL CsI). 


证 朋 的 第 二 部 分 是 对 每 个 N 指 出 一 个 极 图 ，' 在 此 图 
+, 上面 最 后 一 个 式 子 中 的 等 号 关系 成 立 ,.: 我 们 只 
给 出 什 温 克 证 明 芍 第 一 部 分 ， 让 你 自 EmN 
ERE, 画图 很 好 玩 的 . 

SHEER + Bish Ap Re TTE BE M TR iR X. Aik, 
Segue NBR PARA ABA A RR 
3. ARAE ERSE BAB 7h 
形 中 一 个 顶点 分 陋 同 色 边 ,两 个 顶点 分 喇 异 色 边 ,如 
IR 在 每 个 项 点 我 们 计算 颜色 相反 的 关联 边 的 对 数 ， 
我 们 就 正好 把 每 个 双色 三 角形 计算 了 两 次 ， tfi, 
i1, 2.00 Noy So NAP uso bi SV. 
关联 的 蓝 迪 的 条 数 ，: 则 与 F ax RS AER BOR 
N—1-—bi, BUST: 关联 的 异 色 边 的 对 数 是 ， ! 

b(N—1-—52. | | 
区 个 图 中 的 双色 三 角形 的 总 数 是 | 


MY (v= 1-6), 


i=] 4 

RDN SAM, AMID, s heb det 

量 的 平方 。 折 以 它 的 极 大 人 不 会 超 过 入 项 的 极 大 
p. 


JEn, qi HAR 


v=o (MEL) Qe x) 


在 x= iaemaxw( 3) 。 事实 上 
T nc M BS 每 一 项 都 取 整 数值 所 以 和 的 极 大 什 
naL (7-1) ] ， 最 后 ， 对 全 部 人 项 求 和 ， 
并 注意 1 是 取 整数 值 的 ， 我 们 就 求 得 


sore (40552) I 


Hp pO. EHE AX hmin (REB)w 
ARR OAR FH A erre oUN = 4m +k, 
XPk= 05 1, 2, 3. 

AIT. BNOBEGABEGR, HAREEK 
A: PMR RSRDA RY A, Ao ER 
£63 45 Hd Eum dE D. A BRIER 
LAN = 64 N- 8 时 min (R+B) 的 &, REP 
A PP RAG AR A B= O 

#98, 2N«sgprt XE, £17 Sh 
TERR. BEND RP Payers Pos Qs, 


Or, cy Qu Re mia jx heres MHS 把 
Pi45Q, ddp, iF Pat SEP, SRA EAEE 


18 


FOE T B deQ; ARARLAR RAER. REIN 
= 了 与 N= 9094 MEE. BE, N= THBRAB 
-0, &N-908mHEB-2. 

439. d EK, dT 


42 8XEOARAESB, 22 (2)( 22] 


5， 极 小 无 蓝图 ， 海 全 双鱼 图 中 音色 三 角形 个 
数 的 一 个 下 界 既 已 知道 ， 自 然 圳 要 问 极 图 中 全 部 单 
色 三 角形 是 否 可 能 属 同 种 颜色 。 世 就 是 说 ， 如 果 已 
B= 0, BAER NG AR mink, RAR 
那 种 无 蓝图 称 为 极 小 无 蓝图 。 任何 元 蓝图 中 红 三 第 
JEU Hoop med EE N Bénin ee B —H 
X, BRORUUÉDOUCE AREA IN ARDEA 
t 3 fk SORA D E PN NA 
SMBS FIBRE BHO viaa a 
^C) eR NAAR ER TARO, VSB 
RM RE RR, BERN = o, WRKY 
ft VPE IL BES KAA BRR BR BONE 是 
12, B= CARA RA Re BIT, .— 

这 个 问题 索 夫 (57 曾 探讨 过 , :他 HP ER 
巡 什 提供 的 道理 抬 闵 为 青 数 的 情 形 解决 了， 六 为 
偶数 的 情形 以 前 己 为 固 德 曙 [3 所 解决 ， 他 证 
HT ABN, R-CHERRMA. RRE 


il 


得 下 的 问题 解决 了 ， 他 证 明了 对 每 个 青 数 育 盖 了 ， 
ERB- ERRE CAESA]. EEM 
EEL, GEN amd DERN =im+ 3,.,] mo L8], 
IE ABER PS] Fa Pe ERR ER ES = AE bm (m— 1) 
^. HE-ÓOEGEXECRIRE, Emm 1) 
AVE C= FAB... | 

自然 还 有 一 个 阅 题 点 该 解严， 这 就 是 求 出 顶点 
SRAGMNS 9 的 无 蓝 极 图 中 红 王 角形 的 极 小 数 
H. G- Be (6) 给 子 一 个 管 案 : BN = 2741, 
Neil, B=0, W 

minR= Ko-DGR-D, 


N=9, B= OMS SRW f minR- 13, WEN 
= OM min (R+B) =12, 

-于是 你 一 直 在 试验 夯 双 多 图 的 具体 例子 ， 你 目 
所 本 能 已 经 发 更 了 级 图 的 几 种 一 般 醴 法。 作为 本 节 
BHR RUNA- EO Sq C6) 中 得 由 我 们 末 
ENERE SUE BU 83e Be Bede Le. 

BHOGEN PBI, (KU Eh ER B 
BIAN, N-a4m, 4n+ Rimt 2H ARS 
EAN BEP NI BS T EE OA SE un. dod 
RAMA. RR BRA Sree ie X. mo 1, 
N= 6 时 我 们 得 到 的 就 是 图 2， 这 是 个 第 图 ， 园 为 
AA PELE AB. (1, 3, 858) f (2, 4, 


iz 


6 ) ;而 没有 蓝 三 角形 。 
N-im*3M, HE, KAA 顶点 向 它 太 
BE eR, Bj] 22m 1, 
ww RRA. MNA 7, m= 125 d) fm 
是 个 航 图 ， 它 有 一 个 蓝 色 三 角 东 OO, 4, T) 和 
SAE (1, 3, 5), (2, 4, 6); 
(3, 5, 7), WESER. | 


TEN ARES PEE dE, UT 

&210 MY EAE OORIEÉ T PN = 10, 
11, 12H Rt BHR. Lh SHR FTR B 
fi. 

$8911. MP E 3.1 8 E, PERN x15 
smin (R+B) tjiàjB-0HiminRéá$j(fs, 


i3 


A — bin £r P3 8 388 2; T ELA SEI IN MICI — 
TEA. FRR aS ZAAR ey. A aE Ri 
条 红线 。 换 各 话说 ， 具 有 偶数 编号 的 任意 两 个 点 用 
红线 连结 ， 具 有 硼 数 竹 导 的 任意 酌 点 也 是 用 红线 连 
HJ. SOBRE RMP, BRAY 
成 另 一 个 红色 网 ， 由 于 任意 三 个 正 整 烙 中 至 少 有 一 
对 的 各 是 侦 数 ， 所 以 每 个 三 角形 都 有 一 条 红色 边 ， 
于 是 这 一 族 的 每 个 图 痢 是 无 蓝图 ， 六 为 偶 交 时 ， 红 
PUA EER, (AN AAR Te Pe ER 
REN = 1 ，3 这 两 个 显然 出 外 ) 、 图 4 和 图 5 
便 是 为 对 = 6 和 入 = 了 而 作 的 ， 注 意 ， 图 5 中 的 图 
不 是 被 图 ， 因 为 R= 5。 


I4 


图 " P. yq roe ig 

红 网 作 图 法 是 很 有 用 I 法 ,因为 除了 六 三 
5， 了 ，9 这 三 个 例外 ， 对 交 的 毒 个 倘 用 它 都 可 以 
作出 一 个 极 小 无 蓝图 来 ， 


#12, SN - 5, T, SLAA AL, 
请 各 作 一 全 无 蓝 所 图。 见 5 、 (6). 

练习 13。 就 和 N= 6, 8, ILE HERE FE. 
的 红 eis po A RG BMG, 

练习 14。 作为 一 全 独立 的 《但 并 不 本 难 的 ) [Pl 
题 请 你 求 出 六 顶点 完全 音色 国 中 不 相交 音色 三 角形 
的 可 能 个 数 古 。 (不 礼 交 三 角形 无 公共 顶点 。) M 


TELE 涛 你 证 明 加 一 定 是 [ 2 ] 和 [ 如 ] -3 的 中 一 
4. BCT]. 


là 


e, xxm GR SERT bU 
外 的 蕉 广 。 人 二 如， 我 们 可 以 研究 要 用 本 个 以 上 的 颜 
色 来 画 边 的 完全 图 ， 或 者 不 数 三 角形 打数 单 色 完 全 
MUERE., WARRE RDA, 
来 的 六 人 问题 成 为 一 般 问题 前 特例 ? de M Lg i| n 
我 们 首先 研究 六 顶点 完全 图 ， 图 中 的 楼 边 《 顶 点 集 
的 二 3648s TRE APIA, -我 们 计数 的 对 象 
是 单 备 二 角 开 【顶点 的 三 元 耶 集 ， 其 每 一 个 二 元 子 
集 颜色 都 相同 ，) 我 们 当初 面临 的 挑战 是 要 证 明 ， 
6 这 个 煞 已 大 得 可 以 保证 无 论 边 是 什么 色 我 们 数 出 
RAT RE, 

为 了 说 明 这 种 拓 广 ， 我 们 来 研究 一 下 原始 问题 
的 一 种 特别 扩展 法 。 

(i) 换 神 六 顶点 完 信 图， 让 CHR 平面 上 
N:= 100 个 顶点 的 完全 图 ， | 

(i) 不 是 给 G 的 每 个 边 - 一 种 颜色 ， 硬 基 给 每 
个 五 边 形 《顶点 的 每 个 五 元 子 集 ) 一 种 颜色， 共有 
C (100, 5) t ÈRE WWE., MÆTT? 
^. B | | | 

Gili) 不 是 只 用 商 个 色 dg 是 用 四 个 色 ， 蓝 、 
A. URS 3D BHIES DW RRA 
色 ， 那 当然 是 性 太 难 完成 的 任务 A OO 
太 多 了 ， 在 交 亚 区 域 颜色 一 混 仓 起 来 立刻 就 令 把 我 
们 想 荐 示 的 重要 内 容 深 模 粗 。 不 过 事实 上 我 们 只 秆 

1d 


ic [E GEI BERE RE COUTEAU E. T VEI ARE Fr 
的 菜 一 种 不 可 以 了 ， 

(iv) 了 最后， 给 每 种 颜色 BÉ fe BH BH 
ee. Duin, SEARLE. CHE ACW 
(TATA) MAC (7, 8) =21 全 五 边 形 子 
集 ， 每 个 这 种 五 边 形 癌 有 了 共 种 颜色 之 一 种 。 我 们 把 
THEKE. PRD -H 这 形 的 
A, 2b MBN DAES RD ARRAN. 8 
RGHKS ROWE 会 包含 不 同色 彩 移 五 边 形 于 
E, URE- 七 迎 形 豆 的 每 个 五 边 形 子 集 正好 都 巧 
Wr, Ra UPR A Roe. MAGA 
XE > ee CORA AMBAIRER C (87 8) 
-584- TUET RRE I E LAER E 
我 们 也 可 以 指定 整数 8 与 红色 相关 联 , 现在 假定 我 
PER DAE SADE A FIDE... 

ey iat Ae ER ES AB Ac ee — 7 a Day, 问题 联机 以 
DOP RIK. N= 100 是 不 不 大 得 可 以 保证 不 管 五 
过 形 是 什么 颤 色 ， 至 少 存 在 一 个 指定 天 小 的 单 估 图 
. 形 。 指 定 火 小 的 单 色 图 形 指 网 是 蓝 二 按 形 ， 红 从 过 
Tí. RAVER TW. CARS: KARE 
确保 任意 驴 顶 点 色 图 至 少 要 有 一 个 指定 大 小 的 音色 
AUB HB NN fir] BR 

E (7, 8, 95 105 5) . 
这 个 记 号 中 用 个 位 置 是 写 四 个 颜色 的 ， 在 分 导 
17 


Hi: AMPED. BPM BLS MC 
HJ S AR AF-S BS TE Xx de eel gp 
D PAN OR DLE ERS + ee HEX. Bed E 
RITAR TERRA BCRA SA 
TRT Hie Bi RO B ,本 鲍 最 末 数 字 是 和 
表示 C 的 每 个 五 边 形 子 集 配 了 一 个 色 ， 分 号 前 的 陡 
恕 数 也 表示 G 的 子 集 的 大 小 ， 每 个 糊 色 一 个 大 小 ， 
ROME. AWE, BAW, Bre. 

WH, il 

R (ki ka r), 
Ri rH :tt 

BALU TF: GA PH r AMATERA t 各 颜色 
的 一 种 ， 而 我 们 关心 的 是 在 不 存在 一 个 Ki 顶点 组 
成 的 子 集 ， 使 得 这 些 顶 点 的 r 元 子 集 配 上 颜色 !。 纵 
GUS EY 5 20 RARE Lt BP 色 的 一 种 色 ， 必 定 存 在 
RTEA ARIE HATE WRN PIT 
集 也 具有 擂 配 那 种 色 。 为 保证 所 说 的 情 训 发 生 ， 色 
FE 4^ Ot ET P SR NRA RCA 了) 

AW TEA ERE AIR (3, 3; 2) = 6, 
因为 在 闪 或 六 个 以 上 顶点 的 任意 完全 双色 图 中 ， 必 
定 存 在 一 个 用 蓝 边 互 连 的 三 顶点 集 ， 或 者 一 个 用 红 
14 1L XE BS] —— DUAL, :而 6 便 是 使 这 一 论断 成 立 的 最 
小 数 。 
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这 个 一 般 性 问题 的 探讨 牧 源 于 葡 国 人 弗 关 克 ， 
P. 拉 姆 塞 【8 ] 1930 年 对 形式 逻辑 所 作 的 一 项 研 
ae. HME ARAB AS Ode mi. X 
R (ki, dug r) 现在 MARREK, WERE 
数 存 在 前 论断 就 叫 拉 姆 塞 定理 。 在 研究 大 量 的 组 合 
问题 ， 包 插 我 们 出 才 一 直 企 考虑 的 问题 时 ， 这 个 定 
理 是 一 个 有 力 的 万 用 工具 。 例如 问题 E132i 的 解答 
JE E SERERE Oe AR (8, 3, 2) = 8 而 直接 
得 到 的 。 

拉 刀 塞 定 理 的 另 一 个 特别 懂 带 戴 是 直 懂 上 很 显 
然 前 合子 原理 ， 如 果 把 多 于 + 个 的 物件 放 到 上 个 盒子 
HE MERA TRE PARTE. Ht 
i PET EE BRERA RA, FEE 
Tie um EXT. SE {物件 集合 的 一 
元 子 集 》 配 上 ! 种 NOE RA. RNR BH 
件 多 于 1 个 ， 那 末 至 少 光一 对 物件 必定 有 相同 的 颜 
fi. 所 以 这 时 有 r= 1， 4:=2, i=1, -, t. 
由 于 RR (2, 2, --, 2; 1) ctt 1， 所 以 拉 姆 
赛 定 理 就 是 盒子 原理 的 一 种 表述 . 

拓 广 1953 年 普 特 南 竞 赛 的 双色 图 问题 的 早期 文 
党 中 实际 上 就 有 一 篇 在 讨论 相向 拉 姐 塞 定理 前 一 些 
推广 问题 在 这 篇 文章 中 RR， E。 格 林 武 德 和 A M 
RIR (OO) 保留 了 r= 2 ， 但 考 RTA. +, 
和 :的 各 个 特别 的 数值 来 探求 拉 姆 蜜 数 的 性 质 ， 这 些 
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RISERS, . 
koe 
Fy he Set pm 6 lets Kg: 2 ) HE, Kay 2 > 8j is Fost 


kp Kal 2. d BB 6 To, 


3 
3 
各 
9 


18 3 


R (4, s 2) = 18 这 个 值 表 示 的 是 ， 在 任何 
18 个 或 更 多 的 人 的 人 群 中 ， 必 和 定 有 4 个 人 互相 试 . 
识 ， 或 者 有 4 TARMARERUAR. 但 在 17 人 或 
不 足 17 人 的 人 群 中 不 一 定 就 存在 这 种 情况 。 AE 
RO, 5 2) =14 这 个 慢 指 的 就 是 在 任意 一 个 
由 14 信 组 成 的 人 人 群 中 必 定 A TAERA, RE 
有 5 个 人 互助 局 模 本 不 认 W. R (3, Ss 2) 值 的 确 
定 可 以 先 通 过 运用 不 等 式 《 见 【10 ) 

RB, kyo) cet +3 


Fk = 5 的 情形 得 出 R (3, 5) 2) 4, RR 
立 等 式 ， 考虑 有 13 个 顶点 的 这 样 一 个 双色 图 ， 对 每 
$ isi, 203, SAMY jiti jsi to 
《 取 模 13 作 运算 ) 时 到 下 : aR. X 
ARAWSAR EWS AB, WPA WE CUN 
完全 五 边 形 ， 记 以 (8, b 2) > 19, 
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d 3 15, Hj TRES HERA $15, 22-14, 


KORRAERUEAGAE [93 ARCA RRE 

TEASER CLEWSET. 、 d 
IT RCS, ^j ite, 
o RC3 53,3; 292517, 

Qc wl  .AASRC.2,8,8,2):80, | 
Ax zn PECES — n ax io6EXEIN mE ILE S BEP GR 
3; NEEEJESCOHD PET mexE, Ted uPSP TE (3.63) 
AX 5$19,.8 (3,7737 2). 322, 75 ob HU BERE 
AR (e, y ks o3) BITE JR RL ART, 

rss Bt, HT RRA, 543) 作 
MTR E. SENT RARE RSM 的 一 个 
Reh. F-FBM E- tT HEA 
BE, xx ER EU] EPR te RB RE BL 
FER Chi, 7, Kes 3) WE XX RP IHE, 
ET MIRN > PR Chi, cce, ka 3) , oup 
De EXE TR BAHE, dixil Dx BLUE 
一 切 三 角形 区 域 都 涂 有 第 i 种 着 色 , 对 于 一 般 的 f， 
我 们 可 以 考 虞 而 点 位 于 r 维 空间 中 的 球 而 上 的 一 个 
NEW. &— 一 个 + 顶点 的 集 确定 (r—1) EHE 
面 的 一 个 有 限 区 域 ， 它 可 以 涂 种 颜色 中 的 任何 一 
种 颜色 . 奶 季 W 和 对 应 的 拉 姆 塞 数 一 样 大 ， 那 么 某 
一 个 顶点 集 就 有 这 样 一 条 人 性质，+ ANAE 

2i 


RERED — 57 REDE" (ti KRR A [STRE ME. 

r> 2 时 我 们 记 知 其 少 ， 其 中 有 一 个 结 RRE 
G.ER BR (122 * 得 出 的 不 等 式 

12: R(4, 4,3) «17. 

SARER TTE HARI AO I 
成 前 前 沿 了 ， 这 个 问题 很 容易 ， 记 以 它 的 一 个 特例 
在 二 十 多 年 前 也 就 作为 太 学 生 下 读 的 问题 提出 过 
了 ， 不 过 从 此 黄磊 有 关 这 个 问题 的 信 RR 
>. HEBES, AT KPH, X 
SKE PH LEM TRA SM Aa 
法 ， 那 么 你 的 发 现 一 定 会 使 不 少 的 数学 家 感 兴趣 ， 

. FEA Se CTE 105 Ae EE S — 
Am $40) a] 2 DE DELE. 4 i E A Se OSE PUES 
A GJ Wm XX. ERE RO 729 
KE, FB, WON + PS EBD I HL 
luy TE ERA MUTE 1971,1872,1975, 
1975 和 1976 年 度 竞 赛 中 得 了 头 名 ， 而 格 利 森 和 烙 林 
SRE TERNS TK - SLUR TY, PEE 5 Ea M 
KIEME LARA T o 


"mmu: MA GT 14 C4, 4.32. 
HAEAR (4. 4, 3)E15(XEI9781:1B 美国 数学 
Aga AA. 参 风 科学 PERLOTTELIS SST: M 
ahi Er tn BEBE ES icy mexX. 


Z2 


TMS 


pars 4, 5) fe 
BARS (I, 3, e uid 5, 6), 
MAR+B= 5. | 

2, RSE Be TO, | 

a, RRA CAU, R TAER MR 8. 
B= 05> -~ | ! 

b, AGO CARIOR T 6 ku. WR= 9, 
B= =O. TE " 

+ RH ANTM RATS Fata RIR = 10, 
Bo. B | 
Ls scena ILLE «Rs io, . 
B= 1. | 

LRN NRT RA, Mae 
B- 0. 

5. 8258 4p RHR LR=- 2, B- 0. 

4。 AEH RED ome 3 E min(R 4 B) 
= 2, X€XB-0, RR-2. 

5. N= AS RSET, X RU 
do RD RR RRL ES. SUN = 5 的 情 形 ， 
SR-PLAMB, RHEE, TRRHE BD, 

B, SAaNw=im, dati, 4m 3i dt 
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T. ARP LPR a Gu EAEIIOS Ig 
fe SEX. EE 
7。 最 方 哑 的 是 从 图 周 上 党 距 分 布 前 和 个 志 开 
A. GENARAGEGQ EA, MATRE EA 的 点 
为 —4 dE, FD FBAR ES BT 另 一 个 全， 
8。 照 所 说 的 办 法 画图 ， FR N= 7 了 时 B= 
0, R=4, 而 N= 全 时 B= 2, R=10, 
9, SHR [P/2] 。 任 意 两 个 用 标记 的 项 
点 用 红线 连结 ， 任 意 两 个 用 标记 章 顶 点 站 是 用 经 
Mais, Hwee Roh Gg RA (Pi, 
R, Qi) . #XteRi>t, RR 用 te 线 连 到 了; 的， 
d Ri, RAR RH NG Ms MABARS 
ij, ist, PSH (Pi, B, Qi) AEM, poe 
kRird CAPR SE, HP a uk aT, des At) 种 
选择 。 所 以 B=t(i 一 1])， 这 就 是 要 求 的 ， "uu 
10, N= 10, R10, 9-10, ~ . 
N-11H, R-10, B- 12, 
o Ae Lag, Red, Beas — 
Wk. Noo min(R+8). Bc Q8 minR 


1-5 “0 0 
6 2 2 | 
7 4 E 
^8 8 8 
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9 12 ^ ^ 13 


10 20 20 
11 28 36 
12 40 40 
13 52 — B5 
14 . 70 70 
15 88 . 91 


12, N - 5 时 利用 边 是 主 &. WHR 是 红色 的 
EUG RRR= O= 8B, N= 7 REX B + AE a 
作 图 法 求 出 R= 4, B= 0， N= 9 AKI 8 E DG 
FONE, Hk Rte LEE 结 下 列 三 个 点 
He. 


r6, T, 8, 9, 1}, 
(1, 3, 5,,7, 4, B, 8, 1) 
| * t 9, ey. hs 


于 是 得到 及 - 13, B= 0, 
1% N= sw. 2, B= 0. 
N=8H, R =$, B= 0. | 
N= LR, R= :30, B= T 
OH. RA SANSA WR, ANE A 
an (N/8J. 


Lea 86). 
HREAAMRAKEUEEEAUT. B25 
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8E 132138 35 d. PT vA 


1-1 e (1, 
15. WELEER ARG, 5,2) 3 S - 14. 


正 完 中 讲 和 的 有 13 个 顶点 前 图 中 ， 当 且 仅 当 |i 一 

{CBU HA S jd RE OE AE HA 
B= (1, 5, 8, 12}, 

3 gigS|i—;[cR, H 

R= (2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11) 
时 ;与 7 于 是 红线 连结 的 。 0 

注 襄 ， 用 红线 或 蓝 线 去 连结 一 个 顶点 的 模式 时 
所 有 的 顺 点 都 让 一 样 的 . Bi. RAPES 
UMHS ERR LESAN. 这 种 三 i 13 Aan 
FoR ARE RE RAS 6, 9, 
13) v, dei Ed — VAR R 
所 以 没有 和 董 三 角形 ， | | 

MAREE PEARL GES EWE P 
由 于 IZMEREN2, 6, 0, 1345, HA PH 
另外 和 个 面 点 必定 在 (5, 4, 5, 7, 8, 10, 
11, 12)? YT. i 

假定 3 所 P。 由 于 3 是 经 蓝 线 ASL, B, 11 

的 ,所 以 只 能 把 P 人 造成 {11，8S，5，7，10}， 人 外 

3 与 5 是 复线 连结 的 ,所 以 3 攻 P, 用 同 样 的 道理 我 
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AIT RATE IO EP, 1028 P,, AEP. we AP ae 
RKA i Tie FP o (1, 5, 7, 8, lit, X 
PT A B AXgE URAE k. PEE D 的 任何 完全 
BLA DR ts BH, JESEH SAT ee np AE A 
BA HL ik Se TE ARSE 4]. BE a 这 个 图 而 管 ， 
R+B= Oy uitHESQYR(3,.5, 2) ^14 
95 xxw 
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=., ABCDACESE 


Ke ape 


fis pi A 2 BRA RRR EM, E 
有 一 个 人 会 提议 说 “你 切 ， 我 挑选 ”， 这 似乎 是 表 
公平 不 过 了 ， 切 饼 的 人 会 切 出 两 决 他 认为 完全 一 样 
AGRE: PR HARES 518 P3 2E ZH A 
“BOTA VR AEST RE OR PHS. 不过， 在 实际 生活 
AT ERED YE OR, C. ckU. R 
来 选 ”， 因 为 挑选 的 一 方 不 消 说 是 处 于 有 利 Be 
ay. 

psi FEE A ZZ Abc FA AR ED R 
JE 5) AS EX BRAHAM ZIRT AN Re 
XC Bh oe BEAT DUE dE Bee a AS. Ri 
TE 38 AY EE RPS ZR A SE BY 
了 。 即 使 切割 得 万 分 准确 ， 切 饼 省 也 只 能 保证 自己 
得 到 他 自 认为 愉 好 是 一 半 的 糕饼 ， 选 鲜 者 对 饼 子 的 
看 法 可 能 会 很 不 相同 ， 因 此 就 有 宙 会 获得 比 仙 认为 
应 得 的 一 半 还 多 的 饼 。 

刘 果 我 们 所 追求 的 目标 仅仅 是 两 个 人 中 每 一 人 
TIR SIE Ix dde Ae MA, “A 

st 


我 后 选 ”的 分 本 原则 茎 经 相当 注意 本 ， 九 其 是 在 随 


HERA. TRIAS PT, A 
什么 公正 的 分 法 嘱 . (如果 有 公 正 的 分 法 的 语 》? 如 


3:553 50H PRAM DMR EAI 在 回答 
xc E GHRNRSRLATR, HPAL 
个 方案 上 共有 令 人 惊讶 的 特性 ， 

首先 我 们 定 下 竞赛 规则 。 假 没有 .= 个 人 参与 分 
配 一 个 数学 局 《在 整个 讨论 过 程 忠 ， 我 们 锋 要 数学 
WRATH, ERASER) 。 任何 两 个 
人 可 以 对 馆子 有 不 同 团 法 ， 但 是 所 有 的 人 都 必须 是 
通 情 达 理 和 的 。 如 果 有 人 说 这 种 话 ，“ 那 块 不 大 ， 给 
我 两 块 我 才干 ，” 或 者 “如 果 不 从 中 间 分 给 我 ， 我 
就 干脆 什么 也 不 要 了 。” 那 么 这 就 叫做 不 通 情 达 
理 。 说 得 更 精确 点 ， 通 情 达 理 这 一 点 就 要 求 : .镜子 
未 被 动 过 或 分 成 有 限 执 ， 在 任何 人 眼中 馆子 的 任意 
部 分 都 不 失去 或 坷 加 任何 价值 。 还 有 ， 如 果 电 一块 
RDT, ROR RRERAR EE, STAR 
V Dri AY BE E e CR DEM ORE DLE ET DEM 
> 的 一 部 分 CYR, AAPA ALARM 
竟 这 两 小 部 分 是 具体 指 的 蔚 两 部 分 】} ， 当 然 大 家 者 
必须 指定 1 RADE, TARA ADEM EW OO. 

我 们 的 目的 就 是 把 粮 饼 分 成 4 HS 给 "个 人 ， 
并 满足 下 列 判 别 准则 ; 


ar 


Ci. ST $m Vd A GS UF 得 的 一 块 ， 
搜 他 自己 的 尺度 到 少 是 整个 鹿 的 1/7; 

事实 上 有 各 种 各 样 的 方 RAT 以 达到 这 个 自 
标 ， 不 过 我 们 只 讨论 再 个 。 第 一 个 方案 有 点 深奥 ， 
是 《你 先 切 我 后 挑 ” 震 出 的 直接 推广 ， | 

我 们 姑且 以 三 个 人 分 欠 为 例 来 说 明 ， 三 个 分 链 
人 是 41 “(阿尔 方 斯 ) ，A，( 阿 则 伯 特 )， 4，， 
(HRA): MARES, Mina, 当 
WBA. BEA CAM EE 切 成 三 
Her PisPayPss 使 得 每 一 抉 对 4 :来 说 代表 了 整个 
饼 的 三 分 之 一 ， 因 为 我 们 想 彼 满足 的 是 Cl， 所 以 分 
饼 人 .4 ,4 只 项 说 清楚 三 块 中 的 名 一 淆 他 们 党 得 至 
少 相当 于 三 分 之 一 ， 通 情 达 理 这 一 条 又 要 求 他 们 每 
个 人 认为 至 少 有 一 块 令 他 满意 的 。 这 一 切 统统 可 以 
者 示 在 一 个 3 x BME, EER C, j) 元 《 即 
SE PR) LAM) 在 4; 认 为 了; 块 值 得 到 至 少 三 分 
之 一 时 到 值 1， 否 则 取信 0。 我 们 的 假设 保证 这 个 逢 
隆 的 第 一 行 有 三 个 1]， 荔 外 两 行 至 少 各 有 一 个 1。 

比如 ， 可 能 出 现 的 就 是 下 钾 这 个 矩阵 


rl 1 1 
| 0. € 
1 1: 04 


HSA RT AAA, 7c 


Q 0 0 
1005. 
RA ;得 ,这 一 块 ， AP, AVR. 
当然 也 可 能 矩阵 像 这 样 ; 


414.1 Yy.. 
0.1 Of... | 
0 1 0j, 


这 就 无 法 立刻 得 到 令 人 注意 的 分 本 方案 了 不 过 要 
是 把 已，( 或 P。) 分 给 4;， MAH ARAARA 
下 前 一 宇 比 三 分 之 二 还 多 ， 他 们 就 会 乐意 用 “你 先 
UREA? WRK PR, 不 难 验证 ， 在 
可 能 出 现 的 各 个 拭 阵 中 只 有 三 个 称 阵 会 引起 这 种 客 
MNRE. TERI, =A RET 
SA ECL BGS AY ERY. | | 
讨论 一 般 的 * 个 人 分 饼 问 般 时 显然 就 票 利用 元 

"A l4 OBexcÓBRET. RF M Men] O.—1 PE, 
我 们 暂且 版 便 讨论 一 下 它 。 在 任意 的 # X nik h,- 
【广义 )》 对 角 线 的 定义 是 za 个 元 RA, HER 
iP CAN FEA) FT BRT) Fp SAAR RBA RSE 
fin! -条 。 对 于 每 条 对 角 线 ， 我 们 都 可 以 把 组 成 它 
的 2 个 元 作出 一 个 胰 积 。 这 zl 个 采 积 之 和 称 为 秒 竹 
的 恒定 式 。〈 注 意 ， 恒 定式 就 是 免 去 在 一 半 的 乘积 
前 放 负 号 的 麻烦 的 行列 式 。 ) 


» |o LD 


XT 0-143886, M B RR RON 角 线 上 有 0 
元 时 其 全 定式 才 为 0， 有 一 条 很 有 名 的 组 会 数学 定 
MA, 4 ARMAS OBERE AR LA 
有 0 元 。 说 精确 点 就 是 ， | 

定理 【《 弗 洛 贝 纽 斯 - 扣 尼 项 》 nxn 0-1 EE 
的 全 定式 为 4 ATER, MARRS — rx 
BOTT F HERE, kM s+) 

比如 刚才 我 们 就 看 到 了 在 3 x 3 矩阵 


o fi ft 4 
0 1 D 
0 1 0 


ÓHÍSIEI AS A A — POL a (2, 1), 

(2, 3), (3, 1); (8, 3) 位 置 上 的 各 
充 攀 成 一 个 2.X 2 零 元 子 矩 阵 . 这 条 定理 是 制定 x 个 
”人 分 饼 方 案 的 必须 工具 ， 这 一 方案 是 “你 先 切 我 后 
xk? THES ZONES 

aA BY ELATI SCR EAEC, HEN 
方法 是 对 * 作 归纳 ， 我 们 已 经 证 明 二 或 三 人 办 得 到 
RAR, EBA PHBE E: D Fai 任 意 多 
PASG MBA IAD) bee, 

Pli RUG Pn DEA p — 108 0E AL SEE 
ABIRE DERI ik, AEE 对 他 来 说 都 代表 了 饼 
RI 另外 每 个 分 饼 人 必 须 认定 至 少 有 一 块 是 合 
平 要 求 的 ， 于 是 这 就 可 以 用 一 个 xxn 0-1 RINE 
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3k, UURMUA AD WE ROR TE l 个 


9t, mp Gi, D 元 为 1， 和 否则 为 0。 这 个 矩阵 第 一 
行 中 有 # 个 1 ， 共 它 每 行 中 至 少 有 一 个 1， 

任何 一 条 对 角 线 ， 只 要 它 的 全 部 元 都 等 于 1 ， 
就 是 一 个 公平 合理 的 分 饼 办 法 ， 所 以 只 有 在 每 条 对 
Mea T On aS AE. XR. WAMA 
38-11 E ER REE ET Hp O Aner Xs 
FRR, Mr+s=2+1, Ae (oí) DLE — Tr 
AB REAR eS. KFA- TRB 1, Mua 
ræ- l, 

oe tes nia nmap 其 r = 1 

-PA ChI BE. BR) SS 

sae (r+s=nt+ 1 Hr =n ~ 1 时 ， 5=2)s 


[1 1 1 n 
i0 Q0 k + | 

0 0 * + | 

Q c " "S ] 


其 中 * 是 0 或 1 。 | 

BART DLA BEA, - 剩 下 的 #- 1 个 切 类 

人 台 在 一 起 从 剩 下 的 2 — 4 个 分 狼人 前 眼光 来 看 比 整 块 

Btüt 0E -1)72 强 ， 如 果 把 选 ?下 切 抉 仿 在 一 起 

当成 一 份 春 待 ,那么 根据 归纳 法 移 假 设 ,这 剩 让 的 一 

PRT UG POO AECL 的 方法 分 享 了 ] 
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末了 我 们 假设 ， 当 我 们 找到 了 r 取 最 大 的 0 组 成 


的 + x * 子 矩阵 ， 我 们 有 "<z- 1 这 时 JE Hel t 
对 是 (必要 时 进行 重新 排列 ) ， 


3——1 
1 
UU. A «| ¥ 
ee ee ut 
jo () g Ü | i 
(TE 1 9 ? *# | 
ar Ü 0 0; 


RDA -TELAH G- 1)xCG-1)88E 
BEER EEEE — T 0 HRE X c 9B EE, 


p | ] lo 1 
- 4 | 
BHX r X oF AREE S 0 2 Rr X STR 合并 在 
一 起 就 产生 整个 8?X? 算 阵 的 一 个 由 0 组 成 的 (r) 
xan, 现在 要 是 (rb) toe a+ 1 a, 
Agen CRE OAR HTT, AER 
ht + AM RARE TR Xs TERA d 
Yrs, By ELS EARS 
(rtp) rgqcncl, 
3 


EGER GEGREOE 
02s 4 HER l eres, 

也 就 是 说 ， (5…1) x (2-1) 4BEESUR Gro X a£ 元 
Sie, Wibrte-(5-1)- 31. FBR KS 
3i s; 18 EBT AEB AY — 91 对 角 线 都 能 
x. SHER -RES TMM HAH DET 
FESS = TRAMP A p ks ~ LEY — OB 
揭 方 法 。 钵 下 的 r 人 人 都 认为 这 =- IPR 每 顽 都 
(OR 2 72, Bit URUT OH 3c A eut eur fet 
Roi pr /n68 SOIL EHI BEES e 保证 了 这 ?个 
AI CAREC 1 Rode ORG PE. 

Des We CE I TET Ay ie ee I DAC HUS 
MSMR AARETE., SEE YR TS Dt 
Be b Es s Sx e OR — nn Ser Sg RAE RI, 
ARPSHRAWRBERELE BR MO 
T. HEN PRES, ARE ae 
TAA, AE — BORE T aE A p use 
RCE TA, BME AAR 

时 一 定 会 很 高 兴 ， 

RAE LE p HIERE” dE, 
世 可 以 用 满足 判别 玲 刚 C 1 RIE BER 
人 。 和 第 一 个 十 法 大 不 相同 的 是 这 里 未 用 于 发 高 深 
me, WIRE TRA SAT 
RAR... | | 

$F 


饼 子 是 抵 形 时 就 很 容易 直观 地 表现 这 个 方法 。 
刀 的 一 器 基 挂 在 空中 ， 然 后 平稳 缓慢 地 在 饼 而 上 移 
BB. Edu —Bz Ay DEA RERAN 走 BL 
Ask el ”， 于 是 切 下 这 — H gi GEL 
线 ， 它 可 以 随便 割断 》 . FR ARMA BEA Hh 
SRA, Bee eR Te 
AM PREP OM (n-1)/n2. UTTER 地 移动 家 到 
BAAR Ib, KN RAKPAM POR. Al 
下 的 = = 24 ARE TSE HAS, B 
ERAAN FR — rm IAB (2-2) /n, AERA 
断 地 这 样 切 下 去 ， 一 直到 饼 子 切 Rekk, 2R 
每 个 人 都 觉得 他 分 到 的 一 块 至 少 值 得 到 17m， 

我 们 很 自然 地 会 料 到 也 许 有 些 分 镑 人 太 信 心 ， 
偏 要 等 到 他 觉得 切 刀 可 能 切 出 比 1a 凶 .的 ER Bt 
TR 6187)" , PHBA EBS Be Bw Ee 
Ey, BARRE AWTS BE SRE ALTI BA 
得 到 17z 因而 不 顾 其 他 人 的 反应 而 天 然 地 完成 分 
HES, 

LEB Papa SET E A BR Cs ee 
Hy We 每 个 分 饼 人 都 认为 他 分 得 的 那 E 
能 值 整个 镑 的 1/"， 但 是 这 两 个 办 法 都 无 法 消 踪 这 
HRE: “REREH, A 是 RRR 
这 一 据 大 些 ”， 很 显然 这 个 人 不 仅 洲 是 子 自己 公平 
地 分 得 的 那 一 份 ， 他 还 想 和 人 家 比 ， 这 就 是 说 钳子 
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4 RIA, Bist BH A d E -ANCP ATA 
fü, MPRA PE MRO (RHR) RIB 
(EX). 

XB eO T de AED RH HA SE 
作 -点 收 正 。 我 们 现在 假设 大 c. ATOR 
TAZARI, CEHE M R G E AARMEN 
AW. RRR “AR MURGUÉmA. 
我 们 不 想 探 讨 这 个 统 念 的 一 切 推广 ， 只 提醒 注意 一 
点 ， 就 是 某 些 匀 块 现在 很 可 能 十 分 难于 拿 出 来 上 涯 
圾 客 。 比 部 假设 饼 的 上 面 挂 了 不 同 颜色 的 糟 逢 ， 尽 
管 颜色 不 重合 ， 却 可 以 绕 来 绕 去 绕 出 五 花 八 门 的 图 
案 来 ,具有 给 定 的 荣 种 衰 色 的 缉 分 很 可 能 处 在 互 不 
连通 的 几 块 上 ， 可 能 由 一 些 环 组 成 ， 而 环 心 又 是 启 
色 各 异 的。 现在 的 " 块 切 饼 可 能 是 这 RRA, DO 
证 一 块 直 某 种 特定 颜色 下 的 那 部 男 饼 特 上 成。 不管 某 
-R PEE EE PAN AL JE NY EA AM, A 
FXO frd RA AER, X 
WISER. 0 

PETRA RAEN, n4 DEAE 
XR Jo ora VI I PURI n & rte do, AES AS 
MEM = (mu) m, mike RITA ACC 
第 j 块 所 代表 的 那 一 部 份 讲 子 。 注 意 ，0 mmu, 
并 怎 对 的 每 一 行 之 和 必 为 Il, m Amad, 

f£ Dr A Dun BEA AH P AEn RR, 

át- 


考虑 一 切 可 能 的 分 法 得 出 的 这 种 些 阵 望 成 的 案 合 ， 
HPO FOB 4E, ETE HORS E 
EERIE. 

EEEERER) WRU Mo ir Mi 是 9 
c BERE, ^» Ae. cc, MEARE, BAL tit 
RAE i, NDXMiTLAIMGacTc RAM. BELH, 

这 信息 理 有 一 些 明 显 结果 可 以 用 于 我 们 的 分 铁 
问题 .分 饼 法 之 一 是 第 一 块 就 取 EET, 另外 
的 4 一 RRE AAS ER” . A i 达 理性 使 我 们 虞 
War BE EF 


| (1 0 0 0 
M19 0 0 
hg 0 e 0j 

34 AN 1E Scd n] URR RATE RA 

0 1 0. 0 
0 10 9 
0 1 0 0 


—HUb, ENAR ATE ARS RAST 
MM, KALAH 1 RTT 其 它 列 全 
720, 

Kb MET AMEPEM May …M 的 每 一 
AREH, BGBEGEN, Sg 
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(1/2)M,+Cl/a)M, tee ADM = 
也 在 只 中 ， 即 是 说 ， 一 定 有 一 个 分 彰 偿 子 的 分 法 ， 
PAE AE PFT EE. 
| 1/n t/n = ifü 
Mi V "t bá | 


s t/n es fe 


RHET- TEL AIR, FERRUH 
Joi deo A, chí i fy 22 Bg ARE TOA N Aw 
C2 的 分 法 。 

C2， 每 个 分 将 人 都 认为 继 分 到 了 按 他 自己 的 标 
1 / tit. 

应 该 提醒 一 两 条。 首先 ， reer: 
的 证 明 ; XML ADR GE SU NEDET, Ree 
FLUENT OR. 3D, Hee a EA 
AEAMRRI, BEDL FR 71 KIRAI 
"f gt 01 1 je Be sje, 

TARR MBER, RnR 
A -RBHEBIP ARLE, FR PROP, cg 
用 @ 央 示 剩 下 的 链 。 第 一 个 人 对 2 与 @ 的 评估 值 表示 
成 m1(P) 与 mR.(Q) BIZ ANP OW FNE 
m,(P) §m,(O0), .显然 必须 有 

m;(P)4m,(0)2 1 P 
m,CP) +m:{0)= 1, 


SEE BUE Tm (P)®=m (P), Beam (Oy 
m (O) ， 不 兴 一 般 性 ， 我 们 把 两 个 人 这 样 篇 
E, im (P)>m (P) Ait. (@)<m.(@), 
HARMEN Him (Pam (O) 《如 果 情 况 不 
是 这 样 的 话 ， 我 们 只 消 拒 这 两 位 办 蚀 人 重新 另外 顷 
号 ， 交 换 P 和 Q 就 行 )， 心 里 记 住 这 些 RRA 
可 以 执行 几 项 神秘 的 计算 了 ， 这 些 计算 的 重要 注 战 
局 就 会 显露 出 米 ， 

TE — TR 

=- frrikP) 00000000 

o #em, (P) + l -m;(Q)-m,(P) * 
aE fE E 4c HE (8 f m (Pam O> 
m: (Q). IN 为 m CP) +m ,(Q) = 1,35 4] E EB 


m (GO). xl PRLS ER, nem (P> 


Hi Tm (PRm (QO) RE, Bria nyse S 

为 正 。 此 外 我 们 还 有 1 —m.(9)-m,(P)}= ma 

-mA《P) 之 0， 所 以 & 的 分 母 比 分 子 小 ， 从 而 最 后 
得 出 结论 ，a>> 1, PARRRARNG 何 关 系 。 

一 个 分 饼 法 是 令 第 - RAP, FRAO, $ 
KERREN. LARRE EER: 
m (P) m,(Q) 0 0 ^ 0% 


m( P} mi (Oo Ü 0 - Q0 | 
M;- * * 0. 0 ss 0 | 
E. * 0 0 - 0 | 


对 于 = 2,3, +, ^, RNSM ARE $ 
ARS BEP: EB ARR, RM PE, M Lg 
kV bel, Hee eo. HEM Mis 
es MEQ 中， 所 以 对 于 任何 一 组 和 为 1 EAE 
负数 组 ch p AMi +A Matet AM AE ER 
中 ， | | 

$ed MT Ha 


r = 
nm 


ys 


he (m,CP) ~m2(Q)) p 


* im CP) 


hea = wk = 3, 4, one, "E. 


 BUTSHTEE BUE Tm (P= (0), BURIA 


A: 03 Mk-1, 8, 4, «+, mitt MALO, 
nm HX ee 2 ESS 1, -ARNI LRH 
验证 ， 


u 
Xie t a pj 027m (O0) 
+ (n= 27 7 


ead E CP)-m (OH Cnam CP) 
nemi 5 


=a {T2 miCP)«1-m rr) = 1 


nem, CP} 
-， an a ar = A.M 1*Àa Ma n tle dE 
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Or, dmt 来 表示 M* 的 (i，j) 元 ， 则 - 


Q Ltd 
11 mm, pn ) Hy 


_ a T 
n “am (mO tnm (Pye) 
-m()-- 


m* =< 当 上 = 8, 4, =, nif. 


BiMOosdr—4 BR, OPE EAS ALLEN 
F RR Tan, BMT SEM o> 1 
ALA ALARA AM 分 法 ， 满 足 
下 面 著名 的 判别 准则 ， 

C3, SPHRFARES, RMA Baez, 
他 得 到 的 那 一 份 比 1/* 个 饼 还 多 。， 

不 要 忘记 这 个 著名 结果 有 一 个 假设 条 件 作 前 
i, PRAAAT AMI PREAH, AR 
我 们 现在 碰 上 的 仍然 是 一 个 线 粹 的 存在 定理 ， 一 点 
儿 也 没 提 到 如 何 实 现 这 个 神 妙 的 分 法 。 令 人 惊 商 的 
是 ， 对 意见 分 歧 问 题 作出 更 弹 的 假设 ， 我 们 的 确 可 
以 摘出 一 个 济 足 准则 Cs 的 构造 性 的 塞 施 方案 来 分 锯 
T. WARARARt, PME Te Lu 
是 平常 的 条 块 ， 

4d 


"Want S EH oe oe, RE OEE ROR 
—~KRSAAT BRR. WA AW FAD, 
gh, PUPA JO so B th ELA RE 
E. PERE XA RUBER. RE 
APES AE ALA PORE, MAR ARIE 

fC “PAR ABSA AH 这 一 点 在 
Rog Wt. 

eA GHIA 

WUD AU wih 1 /(* -1) 还 允 提 -~ 块 (当然 以 我 

们 更 强 的 和 谷 歧 条 件 为 前 提 )。 现 在 对 a 个 人 来 说 , 喇 

每 个 分 匆 大 在 他 认为 能 保证 他 得 到 17za 而 BR EI 

之 处 作出 标记 。 驾 扬 假 定 ， 各 大 看 法 都 不 一 样 ， 所 
o ADREF 


B 分 的 两 半 块 

Fz! 6 
以 没有 标记 重合 ， 从 左 区 起 会 有 第 一 个 和 第 二 个 标 
jn ERM MEZA MERA 切 一 JRA- 
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gt, 把 它 分 给 标 出 第 一 个 标记 的 那个 人 ， 他 会 认为 
这 出 17m 多 。 另 外 的 8 - 1 个 分 匆 人 都 会 认为 这 一 纳 
出 1/a 少 ， 于 是 他 们 可 以 如 法 炮制 地 把 aT 
了 ， 且 满足 判别 准则 Cs。 m 
这 个 结果 证 明 ,尽管 分 狼人 之 闻 意 见 分 号 ,还 是 
可 以 找 出 人 人 认为 公正 的 分 配方 法 的 ， 这 个 原则 可 
以 实用 于 分 配 不 可 务 割 的 货 牺 .下面 我 们 不 再 在 # 个 
人 中 涯 分 成 份 均匀 的 糕饼 ， 而 是 考 HR 把 & 个 不 同 的 
不 可 分 割 的 物件 进行 分 配 移 问题 ， 这 个 问题 的 一 个 - 
可 能 解决 办 法 可 以 通过 下 再 的 例子 解释 清楚 。 
三 个 继 系 人 要 平 办 一 份 遗产 ， 一座 房 子 ， 一 
HE, NA, -型 加 上 一 认 小 木星 ， 一 个 办 法 就 
是 招 这 外 件 财产 全 都 卖 邱 ， 再 来 平分 所 得 的 钱 。 担 
是 三 个 继承 入 认为 这 样 敌 不 公正 ， 因 为 他 们 对 这 儿 
PRAMS OR ARETE SLATE 
AMET EE A RW EAS —, 
MEDREAERIDE RAPERE, a 


资料 汇总 在 下 下 中 ; 
#1 3t2 | #8 

EF: .32000 元 ,36000 元 ..、，、 2300000 . 
5E. $0007 20005 - ANODSE 
AS: 35005. 409077 20007; 
JE. 65007 s0007E 900057 

. Bdfr, 4500058 ^ ^ 4200055 | «= 480003ü 
$ r: 1500055 14000 元 1600071; 
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SUPA PRARE RARE TA., FR 
SERS. HEADE, HRA EER 
4600076, # 2 得 到 他 .觉得 能 值 妈 多 元 的 小 船 : 
# 1--JBpE. PR d AEG 15000 Fe, : 
Ti # 218 10000 256, XXPSE Sr Bpu 3x, B 
23 Ath PSB) PER C tik YS BS] OPES 89 30, 00050, 
如 时 把 额外 这 5000 TURES, FR A RTEA 
AA EPR T 4S) 
1666 , 8636, 

XL JE Fh Fis ALAN RB, pS ae Bd 8 ETA 
PAO ARE MAR PHA. RNR A 
Ba EUR IK fe. PBR XA S SE 
Rit SEHR, ORR AT AREKE 
BAARI E, HTRNBATESAR MH RE 
PRR AER, Oe: RAG a RR 
出 一 个 价 ; GGT RS EA ABBR, SESE SER, Toe 
RP AR AREE, Bi 
El E iy H4 PSE 9558A0 7556, —4- PR 
FUP CU. 0075 £838 LIA eR E BECA ER ARR 
7 EMRE 00, MERU HELE A 
Els 

481025815 Thies an, RTS 
后 永远 得 到 至 少 是 我 们 应 得 的 那 从 皮 。 


Kus. RR W ER, LE a ei, EH EON 
S, AWA MARSH EHE EE E Gf] = 位 的 著作 . R 
TERURE 户 书 新 ， 是 他 引起 我 对 这 沾 题 目 HEUS. 感 
谢 本 册 书 的 编辑 在 我 准备 手稿 时 给 我 的 极 宝贵 的 帮助 ， 


注 ， 人 和 们 不 太 可 能 确定 得 下 来 “你 先 切 我 自选 ” 
E mu. 这 个 原则 在 组 合 论 上 的 推广 归功 于 
RE 3 ， 尽 管 世 人 分 鲜 的 特例 斯 坦 训 斯 (57 
早已 提 到 过 ， n 

弗 洛 只 组 斯 一 扣 尼 3S ok 理 是 组 合 论 与 图 论 中 
众多 成 果 之 一 ， 它 起 源 于 偶 图 中 关于 匹配 的 扣 尼 希 
一 埃 哲 伐 利 定理 .( 或 者 同样 可 以 说 是 KETI R 
尔 的 著名 “婚配 定理 ? ) 。 以 这 些 轧 想 为 基础 作出 
的 一 个 推论 可 在 【4 JJ 中 找到 。 顺 便 提 一 句 ， 无 沧 
ee DL AEH, HARARE KSB 
人 的 名 字 和 自己 的 大 各 并 列 。 弗 洛 贝 纽 斯 亚 然 并 未 
把 扣 尼 希 的 成 果 看 得 复 了 不 起 而 扣 尼 希 却 觉 得 他 
BORA T Si D mI, x4 uk 
FE a Bid gd E E ( (22 的 第 240 页 ) 中 
所 到 的 。 

« 动 刀 切 后 继续 动 ”原理 与 “最 后 减少 者 ”. 原 
BLES, MEER (51 说 后 -RRES EH 
BAB HARMAN, 

EAST AEAM, ZARINI 


ae 


BUE IO B XE RURJE SCR BENCRULRTIE UE ECR GA 
Api AARMEN AERUREDMIE, iD 
我 们 又 要 求 〈 非 涯 子 的 ) MBER Bante, XR 
f AR ERA MER 取 自 饼 嫩 竟 一 个 6 代数， 

验证 我 们 的 判别 准则 C2 8IC S S6 B AARE 
PRAMS MRT, WAL eT RI OY He 
X (12 提供 的 ， 在 这 篇 论文 中 证 明了 李 雅 黄 诺 夫 
定理 《实际 上 李 雅 营 诺 夫 可 能 从 来 没有 完全 以 这 种 
形式 叙述 过 )》 ， 我 们 的 应 用 例 也 可 在 这 篇 文章 中 的 
到 。 请 注意 ， 这 个 定理 只 说 了 吕 是 凸 集 。 

斯 坦 误 斯 指出 过 两 人 到 篇 桩 分 鲜 才 可 以 都 认为 
自己 得 到 了 比 公平 份额 还 光 的 饼 ， 但 我 以 前 并 未 读 
到 过 推广 到 z 个 人 的 稿 让 然 的 推广 

分 选 产 的 方案 斯 坦 豪 斯 [53 说 是 克 纳 斯 脱 所 
出 米 的 。 用 关于 不 等 式 的 一 项 初等 推理 就 可 以 证 
明 ， 这 个 方案 总 是 可 以 得 出 一 笔 非 负 的 多 余 款 项 让 
他 们 去 分 。 摩 思 (39 用 线性 规划 中 的 对 侦 理论 推 
导 这 个 结果 ， 他 的 推导 优美 极 了 ， 

网 球 分 配方 案 萌发 于 我 和 下 * 基 勒 的 闲谈 中 。 


&3]. Ho HARRAREN. 2 


4$ 


1. 1 1 1 i i 

0 10 109 Q0 

0 1.1 1 O0 

0 1010 of * 
~ 1^1 071 0 1 

0 i^ 1 060 ‘6 


Vah OL wR rx s FÆ, rt+s= T, rH 
Ka 如 有 必要 重新 安排 行列 9。 .使 这 个 起 降 具 有 正 
REWER RRRAZLAG (:s-1)X(s—-1) 
FEM Re dedo mak. 
2。 证 明和 一 ] ER RAF FRA AH 

EXE I 

9. £i pU E ES RIAL 
ths k tk. e-ke—1,5zm0. CER F A] 
RA Ray RSI, k;B]/nik-dbW4d, ) XX ours 
BOHRA ALT GPP RM: zT X 
i, fe PALS OEATOR DE H ds, 

“4, REB 一 样 ， HISD A 人 的 份额 用 后 表 
示 。. 广 明 有 一 种 分 饼 的 办 法 可 以 使 第 i 位 分 HAR 
捍 他 的 那 块 饼 值 wRi， 这 里 0 1 。 

5 。 每 小 参加 分 配 的 人 和 都 得 到 二 他 的 份额 多 的 
一 切 分 配方 案 中 ， 分 配 的 结局 常常 和 他 们 互相 间 对 
千 目 的 案 好 的 了 解 深度 有 关系 。 为 了 说 明 起 见 , 假 设 
APR FOUTS #1 已 经 事先 知道 # 25 3 


o9 


oes OR iodEdr. aL, lo B ep ek po 
保 他 所 得 最 多 。 对 于 #2 与 并 3 世 请 作 同 样 意 分 
Ft. do REMADE AMT BEAA HE, (54 
SMR HY 

6. HDS MMAR, Hit, — oe3 
BRA RARA 


9 x xm 


i, L, E, Dubins and E, H, Spani- 
er, How to cut a cake fairly, Amer, 
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2.D,Kónig, Theorie der endlichen 
und unendlichen Graphen, Leipzig, 
1936, 
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division ” 


! 


, Essays in Mathematical 
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5I 
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三 、 一 些 非 国 寻常 的 整数 序列 


R ,PP. 波 亚 十 


1. Sec TEAR 我 们 即将 研究 的 序列 的 
sent nao mem 


(H) dde 
£dd XX. GRAN IER, ACH) 
SRR, TEMA 有 这 种 感觉 。 这 个 级 
数 一 般 说 来 是 学 生 看 到 的 第 一 个 真 正 发 ARNAR 
(ABET 0 RRRA) 。 对 (HH》 的 发 区 性 的 
证 明 有 交 个 很 有 启发 性 ; - | 

(1) (Bo SBME) — Bax aco 


比 二 大， 它们 一 共 是 9 个 ， 所 以 它们 在 (也) 中 上 所 
占 的 份额 大 于 4 二 位 数 的 整数 的 坪 数 都 比 [ 大 ， 
它们 一 共 是 90 个 ， 所 下 在 《H) pd P OH 
RATA, WOME TE, MARMA 


(H) 中 想 找 多 大 的 部 分 和 就 可 以 找到 多 大 的 部 分 
和 。【《 想 更 详细 的 介绍 ， 请 读 (27) 的 第 98 页 ， ) 
这 个 证 明 的 更 一 般 的 路 式 在 以 2 DER E — 


sè 


样 ， 不 过 没有 这 桩 明白 地 表达 出 来 ， 这 最 早 可 以 但 
S 3350:£7 A JE dv - BORA MERA (21) , 
[192 上 但 它 被 后 人 忘记 了 ， 直 到 17 世 纪 未 才 重 新 
ZA (H) 是 发 散 级 数 ， 而 且 证 明 也 不 同 了。 

(2) PEREZ TAS: WEAN 
(C1), P.17) .的 启发 而 完成 的 ! 证明 时 假定 
Ns DEK RRA RRA, Ree 
Gk. HRCA HS, WP 

n=] n=l r=] 

于 是 

h-liia-laelaeeielá4loe. 
上 式 中 《最 后 一 个 等 式 ) 左边 的 每 一 项 者 小 于 右 进 
的 对 应 项 ， 这 就 矛盾 了 。 

(3) 员 努 利 自 己 的 证 明基 这 样 的 ， 还 是 假 
ED) KATI 那么 


to Mes 


$i 


(3 0-3) G4 
Q4): 
Ga + Ga) 
Gp 
+ (3- E Mi de 
(Gem 


+- "a 
BAR SLAIN LY minum 
和 为 二 ， 第 五 行 与 第 六 行 之 和 为 所， 等 等 ， 于 是 得 
iiie eet 
BARBA, ETA TUR D 
， 它 告诉 我 们 *` 瑞 努 利 的 同时 代 人 是 不 理解 由 
PADRE, Re, ROMER ROH -个 
错误 的 等 式 而 不 是 要 一 个 错 误 的 不 竺 式 ， 


$5 


(4) 这 个 证 明 可 能 是 最 得 的 了 ， 虽 然 〈 不 

像 证 明 (1 ) ) BRR Nae RTE, 
& CD KAFA m 

i= ep (ra): Ge E 
laslaqyla 


+ 


p 


ral 
ed 


=Å, 

XP BA DE SR 8e I ECRIRE ( 曾 几 度 被 发 现 ) ' 
(6): (77), p.178» (28), 

(5) ART ARATE SE RENE Sica Ae Be A 
检验 法 来 判断 (OI) 的 发 散 竹 ， 如 果 精 心地 解说 ， 
我 们 会 学 到 不 少 的 知识 ， 对 以 后 很 有 好 处 。 用 几何 
方法 来 解 天 就 很 容易 理解 ( 见 图 了 ) . BRISA, 


Wh y= ETEA 工 到 的 面积 大 于 be bent 


工 ， 差 额 随 # 的 增 大 而 增 大 ， 即 


H 


logt 一 » + 


k=? 
是 递增 的 。 (这 里 以 及 本 文 其 它 地 方 部 有 
logn = lan = fitar, 
B, logXex DMR) ELAR ABZ 


ZR ARB, BBA BL ORT Dd ae H 
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logn« 1-441, 
! 2 1 


Bi El 
" 
logn ~ 2 4 
R= 2 
> + -logs 
k=? 


Hl 了 
BHT, Ry (有 时 用 C) ee 
Fe 叫做 欧 拉 常数 。Y 的 十 进 制 表示 的 头 儿 位 是 
6.577?156649， 现 在 已 经 至 少 算 出 了 20800 位 数 罕 
4 (221, BARNCAABAVEER 是 个 有 理 数 
BEE ACHR. GRY RM LES 有 理 数 Pj%， 
那么 我 们 现在 就 已 经 知道 Q@ 不 止 10000 个 十 进位 数字 


of 


(25. 

Bl yn oof log» ce; 所 以 (H) 是 发散 级 
Sn 它 的 第 * 个 部 分 和 很 接近 logn， ATi logni 非 
常 绥 慢 地 趋向 无 穷 ( 因 为 2.30 <<log10<<2， 303， 所 
Blog10'"" 约 为 230) , 记 以 我 们 可 以 说 调 和 级 数 
是 十 分 缓慢 她 发散 。 事 实 上 调和 级 数 的 部 分 和 车 刘 
等 于 100， 起 码 要 用 1.5X1043 个 项 才 办 得 到 【准确 
wi C5] 和 C10) p.167) , 

当然 还 有 发 散 得 更 慢 的 级 数 、 看 来 不 会 有 人 去 


计算 使 1/(alogn) 的 部 分 和 超过 10 所 必须 有 的 


准确 项 数 (1048 左 石 ) 3 El/nlogn loglogn) 


的 部 分 和 要 超过 10 所 必须 有 的 准确 项 数 是 一 个 
TIOE, EEA AMAR (HAUA. 
有 10s" 晒 微粒 )》 xe. 

调和 级 数 的 发 数 性 在 娱乐 消 遗 方 而 还 有 一 些 应 
用 ， 最 著名 的 一 个 问题 就 是 。 用 完全 一 样 的 书 Gk 
i8) 在 尝 边 堆 出 一 个 悬臂 拱 ， 最 上 面 那 本 者 能 伟 昌 
多 远 就 伸 出 放 远 ， 请 问 这 个 RE (ER 
讲 ) 可 以 堆 成 多 长 ? 〈 [23] [17) (D: 
8] (10) p.167) . HER 人 性 是 完全 理想 
的 条 件 ， 用 # 杰 韦 能 得 到 的 伟 出 长 BE 是 调和 级 数 的 
第 pn 个 部 分 和 的 一 半 ， 所 以 只 要 nm 充分 地 大 ， 你 是 可 

np 


以 要 好 长 就 可 以 得 到 好 长 的 。，《 这 个 问题 的 另 一 个 


说 法 是 在 地 板 上 堆 书 ， 伸 出 长 度 从 最 下 面 一 本 书 算 


起 ， 当 然 也 就 要 多 用 一 本 书 了 。) 由于 1 + 二 + 二 


+7 >2.08> 2， 所 以 用 4 本 书 就 可 以 得 到 一 本 书 


的 伸 册 长度 了 了。 实际 上 春来 得 用 5 本 书 ， 因 为 真实 
HBR IE AE PR A a, RR 
Xr Re REA, AEB €e., HAB 
我 们 就 可 以 得 到 两 本 书 的 伸 KE, 用 12367 本 书 
推 一 个 基 苹 拱 ， 伟 出 长 度 就 有 五 本 书 那么 长 : 者 想 
RPA RI ALOOA BIC, ARETE 4.05709 
15001 19742 42417 27292 15083 27003 86982 
29075 38568 62003 86928 96447 08306 50133 
72179 599176 X109" 2E di! 
E B 185 E ed RFE E] 8 那 PH ea Xm 
By ZUR CR, Pa PPP AE ARS (这 AER. C oig 
克 提 出 来 的 ) . KEER A DE RA T PH 
喜 管 和 线 很 容易 就 做 得 起 。 


bs 


2. NIN CERT RADE A 
咎 看 起 来 令 人 惊讶 的 事实 ， 如 果 我 们 从 调和 级 数 中 
取 走 用 十 进 制 家 达 时 含 零 的 整数 的 倒数 ， 那 末 剩 下 
My CT) 级 数 是 收敛 级 数 ， 换 多 话说 ， 我 们 从 第 一 
HRN RA, AN REIS, xs. 
等 等 

在 前 节 中 我 曾经 说 过 滑 和 级 效 发 散 速度 很 慢 ， 
刚才 提 到 的 结果 却 使 人 觉得 正好 相反 ， 调 和 级 数 发 
获得 又 有 点 快 了 ， 因 为 我 们 可 以 去 掉 许 多 项 ， 依 然 
还 有 一 个 发 数 级 数 。 例 如 我 们 可 以 把 全 部 复合 数 的 
BALM, WE PR THM, RU PB B 
散 的 。 (这 个 结论 在 有 关 数 论 的 书 中 有 证 明 ， 例 如 
(15) p.16.) 很 明显 ， 从 荣 个 意义 来 涪 “ 大 多 
N^ EC Uk, AMT w BEER IX 
W BRAST., 【以 后 我 们 简单 一 些 说 它们 舍 
P. ) 这 个 事实 可 能 就 不 是 那么 明显 的 了 。 如 果 说 
这 有 点 使 人 感到 话 异 的 话 ， 那 具 是 因为 我 们 大 多 数 
人 对 于 大 整数 接触 得 太 少 了 、 素 实 上 位 数 很 多 的 大 
多 数 整 数 ， 用 十 进 制 表示 时 EAR, BIES x 
107 个 n 位 整数 中 不 食 零 的 整数 只 Ao, BFL 
不 食 零 的 p 位 整数 记 占 比例 是 (9710)"- :， 这 个 数 
趋向 零 ， 但 速度 不 太 快 ， 对 于 8 位 或 更 多 位 的 数 它 


才 降 到 亏 以 下 ， 这 就 是 说 如 果 你 打 冉 说 随机 地 取 -- 
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PTE Pee, CMS: 这 只 有 ?二 8 
kiea -FERREKTE DEREN, A 
AERES HHE E, BAHR E RB 
Be By EU OB RS. 

REEI SUL AST A SUR IL a RAE: 
Bi. CPR, MARR, Ba 
MRR AF CH) 2 ORAZ ART 
能 ， 不 过 用 别 的 办 法 还 是 可 以 相当 精确 地 计算 它 的 
和 的 。 (SRC REMAIN 1A HSE SOM, 
ASA (24) 和 09.) 

我 们 称 此 级 数 为 〔【T) 。 我 拉 用 归并 一 些 项 在 
ERA REH EUR, SH 1 位 多 整数 的 倒数 
归 在 一 起 ， 然 后 把 不 含 替 的 2 位 整数 前 倒数 归 在 一 
起 ， 继 此 以 排 。 而 1 位 整数 前 倒数 都 小 于 【或 等 
T) 1， 它们 一 共有 9 个 。 HASH 2 位 整数 的 情 


RTT, 共计 有 9^4. KE ERIS 位 整数 的 
BP -i 共计 有 9 个 ， 一 直 这 样 推 下 去 ， 


因此 将 CU) 5 fudir2790if] JL [28 t 


Hg, fp (T) 是 收 全 级 数 ， 而 且 还 得 到 了 (T) 
的 和 的 上 界 。 我 们 可 以 利用 钢 数 表 把 前 8 项， 前 9 


Bi 


JR, AYO, «SK, oi DAL. HERF 
零 的 速度 很 慢 ， 十 分 粗糙 的 佑 计 恒 可 证 实 这 点 .2 位 
或 更 少 位 的 整数 的 所 有 倒数 之 后 的 余 项 包括 9” 个 
(n+1) 位 数 的 倒数 【每 个 都 太 于 107 1) ，9 
个 (n+2) 位 数 的 倒数 《每 个 都 大 于 10"'“*) ， 等 
等 。 扬 以 在 9 +97+"… 十 9">9' 项 后 余 项 大 于 


9 r*1 Q 工 烛 也 分 1T ] 

(3) (3) t =10x (2) 
说 得 更 具体 点 ， 要 把 (T) 中 到 13 位 数 的 整数 的 项 
加 起 求 ， 我 们 一 共 得 加 9 !52,5x 10! ^ EJ bam 


才 行 ， 这 时 的 余 项 才 会 大 于 10X (G) »2.t 


最 乐观 的 情况 ， 设 每 项 用 1 微 秒 的 时 间 ， 我 们 也 要 
用 一 个 多 月 时 间 才 计算 得 好 ， 同样 可 以 算出 ， 即 使 
在 101: 项 以 后 余 项 仍 会 比 1 大 ， 如 果 我 们 真 的 把 前 
66429 项 加 进来 ， 也 就 是 说 把 用 到 5 位 或 5 位 以 下 
的 整数 的 那些 项 加 起 来 ， 得 到 的 和 大 约 是 9.83， 级 
X CT) BARI, RMT BRAT 
也 比 13 还 大 ， 因 为 (T) 药 和 算出 来 是 23.103…， 
这 里 用 的 推算 方法 我 们 马上 就 要 讲 到 . 

很 有 意思 的 是 ， 我 们 的 确 能 算得 这 样 准确 。 刚 
才 我 们 已 经 看 到 ， 不 能 技 常 规 途 径 去 算 ， 一 - 直 算 到 
余 项 很 小 时 为 止 。 算 余 项 时 我 们 只 须 准 确 到 足够 保 
证 和 狼 的 准确 度 要 求 就 行 了 。 在 最 方便 之 处 ， 闻 与 
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?位 整数 对 应 的 那些 项 之 后 ， 从 上 下 两 面 来 估计 余 
mi, BART BAER, CSA he Re Re 
RO EUREN. di mE 


1 i l 
$27 11515 *" ' t ot 


ZRH AW ARS S.A ip 
1/111, 1/112, -", 1/1193X9545 261/120 51/110 
zB, 1/121, 1/122, =, 1/1293X 9 项 都 在 1/130 
与 1/120 之 间 } … 一 直到 173991，17999， 这 最 末 9 项 
在 171000 与 17990 之 加 。 所 以 S* 的 项 在 89: 以 后 的 余 
项 中 所 er i AE Tt 


9/1.1 | 
10 G Fag hot ti) 
3 iG (tis 
ZH, WH, RU, SAS. Zia, X BHU, 
是 从 S. 得 来 的 ， 具 不 过 把 8 的 每 个 分 得 增加 1 要 
了 .局 样 地 , 我们 加 8， 页 时 实际 上 也 是 在 《1 AE 


(E) 9:2 im 依 此 类 推 . SS, 如 果 
1, J&S RRA, WARNA 


; 9 9Y* 
U, (3+ (35) i) 
- 9 9x7 
= 90, R, <5, (5G) e) - 981, 
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TH CT) HATH 
S; S, oU, cT 
-6, H8, T RS, +1082, 
HERE (RALHA RARAS, SA 
U: 最 后 的 计算 鳍 兴 是 23 .8027<T «23,4841. 

同样 推理 也 可 用 到 8S. 上 ， 不 过 准确 度 并 无 多 大 
改善 ， 即 使 拒 高 速 电 子 计 算 机 动用 起 米 也 无 济 于 
SX. RAEE CGU 用 更 精巧 的 估计 法 计 算 T， 一 直 
算 到 小 数 点 后 20 位 。 准 形 到 小 数 点 后 5 tiny, T= 
26, 10345, 

Seo Re He, ATLA BAER 0 以 外 的 菜 个 
数字 的 项 都 去 看 。 下 妻 给 出 各 个 和 数 的 准确 到 小 数 
感 后 两 位 数字 的 信 ，。 COPIES BB SX 
点 后 20 位 。) 


B i 
1 16,18 
2 19, 26 
3 20,57 
4 21,33 
b 41, 33 
B 22, 21 
T 22.48 
8 Aa dÀ 


a 
Bo 
bs 
tae 
ta 
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我 们 还 可 以 在 应 10 以 外 的 数 为 基数 的 进位 制 中 
来 探讨 这 个 间 题 [24] .特别 是 以 100 为 基数 时 我 们 发 
现 略 去 与 某 些 整数 对 应 的 全 部 项 后 仍 热 得 到 一 个 收 
效 级 数 。 这 些 整数 的 百 进 制 天 示 式 中 不 舍 百 进 制 的 
其 个 县 体 的 “ 数 宇 *， 即 十 进 制 中 的 某 对 具体 的 数字 
ab, dade 0; WPM 0007 Eg BER 些 
ur SR LEED RR, DoESENCMET- 
进 制 表示 式 中 不 售 100 这 个 “数字” 更 不必 说 如 
果 我 们 略 去 的 是 十 进 制 表示 式 中 含 两 个 或 两 个 以 上 
eae EE RC ee ae 

还 应 当 提 一 提 ， 不 只 是 (TO We, AWE 
BIRITERA KAA, ii 及 对 于 a 
略 小 于 LAMA, Di/n? 通 历 不 售 零 的 整数 时 ,也 是 
Wen, SS ka>log,,9=0,95 (24) , 

ZU CT) 还 可 以 从 另外 的 角度 来 推广 。 我 们 
不 是 去 删除 与 人 富 零 整数 对 应 的 项 ， 而 蚌 用 一 个 小 肖 
fd. BREPBRAIPE, RPE 
—PAFe(HN>ORRENAR, Ris RRR 


QW D . 
S= > no z(0)2 1. 
net 
TRADE PIENE. 
SES SD ,eChik Sr AE, ER Seth) 发 艇 而 
AX. 
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Br h> OB e(4)= OR XH RRR, BE 
我 们 讨论 过 的 (了 ) 级 数 ， 而 调和 级 数 FE 
Xj Br: AEg3ge(5) = 118 dB JE. eC) - 178 的 情形 
Ej. BU HE AAR Ry dH] f XR AB DL de DE ap PE 
Bg 3 4S AS Sl SC Bes 如 果 我 们 晓得 大 整数 
的 位 数 大 约 不 过 log108 个 ， 这 也 就 不 足 为 奇 了 ， 

为 了 证 明 这 作证 理 ， 和 以 音 一 样 , 令 $。 坎 示 S 的 
We ie BE REDI ELA, Sup Sud x 
Sy aR E10" io" 之 间 。 BRAR PSH Be He 


Heec (47). (ERR, PUR JUA 
是 # 而 是 4# 一 1) ， 它 们 在 8 中 的 份额 在 


e(h)g a7 (^ | !) 10^ 2 


的 1 供与 10 们 之 间 。 所 以 $, 也 就 在 
|. mn-1 
7 D ens (^5) «co 
h-9 


的 1 SOMA, FASE LRP st S10 F 
Al; 
并 一 工 
5 10- 之 g ak Cem 
n-i 
= > aO) > 927» 107 (^, D) 
h-0 n=h4+1 
68 


* eo) Ct) 


10 COF (1-5) T 
0 


C 
=9 之 elh) 
k=0 
ji BAS Hye Si ae RB Br De Ch) Ay ie OF 或 发 散 来 确 
定 的 ， 这 就 是 定理 要 求证 的 ， 
上 面 的 定理 还 可 以 换 一 个 角度 去 者 [25】。 58 
65 页 的 级 数 S 可 U E R Xe), XB 的 s; 是 
zii, ALAS BAT HSE Oe A EDI, xc 就 是 
要 我 们 来 研究 序列 (s). (252 中 已 比 证 明 这 个 
序列 是 严格 递减 但 却 不 趋 于 零 (这 和 人 们 的 直观 感 
觉 正 好 相反 ) 。 
首先 我 们 证 明 $025,252 
His(n, RRR En E A CR IT 倒数 和 
kent, 因为 所 有 整数 的 第 一 位 数 至 少 不 会 
等 于 零 ， 于 是 显然 有 | 
Sa= s(n,n*1) Fs(n,ns2) + s(n, ne) te 
HRC +1,£ + 1) A 数 是 其 有 f.+ ets 
Ac DEBE. COEASHTIOR A Ant mieux 


3a 


AVE 


36 RAMEE +1 PS ee MH, kn +2, 
RO ARE MERE. MM 

siet hr1) <4 s(n, h) +A (nel k), 

hon +2, 

而 

Sag, = S(n*l n2) + smn+1s n+3) + ovr, 
再 把 前 面 的 不 等 式 用 于 上 式 第 一 项 雇 后 的 每 一 项 ， 
我 们 得 到 | 


Son: Csin n2) b Cn nid) (ned, n*2) 


(3) ios Cue, n+3) 


dara 


=s (n+l, 052) (C s(n n2) es (n, n38))e- :d 


7 {s(nel,ne2)es(n+1, 043) 
. eH ,; 


| sear slnrls nit) s(n,n*D sei. 


Ti Hin 143 e ?位 数 一定 包含 一 个 非 党 
数字 ， 后 面 接著 是 * + 1 个 零 ， 所 以 
s(n +4,%+2)=16""'s(0,1), 
s(n,51)5 107" «(0,1), 
最 后 得 到 
8g 


10 San, 10777 !s(0,1)-107 "^ ' s(0, 1)*107! 5, 


| ORE 
Sal S Sa 


因为 is Bm. dus —TERI. XU 在 证 
Six aR IRIE AY, BR iims ARIES M 未 计 
算出 来 ， 但 它 比 19.28 太 【25] 。 

SATA, HE Del*) RB RM Ve Ch) ss 
TN HI PE, E jim $,- 0, 则 对 一 切 IE 
BART wy Ll X "" ho 大 到 使 suik, 
BRASS St UAE A elk) = 0, A Ben) = VR, 


k= 1, 2, 8, 于 是 el 有 = X Bhd = 


go 这 是 要 发 散 的 调和 级 数 ， 然而 DelAjs, 


co . co 
= D Ota EU ERDE X VIP STE 
EKAI SEAS e CR) suc c. BORA EL EEL 
抵触 的 ,因为 在 现在 的 情形 依照 定理 Deh) s Ek 
TRAUMA lim se 0 为 起 点 推论 出 
捕 来 的 ， 所 以 应 该 得 出 结论 ，ss 不 趋 于 零 ，- 

j EA SERS HASE RIK Bale, x 
成 /五 等 天 理 数 那 一 长 串 十 进 数字 符号 ， 你 的 印象 


狗 半 是 认为 每 个 数字 符号 出 现 次 数 和 另 一 个 数字 符 
6g 


号 的 出 现 次 数 差 不 多 基 一 样 多 ,人 鲁 如 ,可 以 说 差不多 
有 十 分 之 一 的 数字 符号 是 2 。 除 了 故意 造 的 数字 符 
导 分 布 不 均匀 的 数字 而 外 ， 对 于 数字 符号 ( 即 百 
进 制 中 的 单个 数字 符号 ) 乃至 对 任何 进位 制 中 的 数 
字符 号 你 都 会 观察 到 同样 的 现象 。 要 把 这 类 论断 说 
清楚 说 准确 ， 需 要 用 到 几 个 专门 术语 ， 已 给 一 个 写 
OME RIS REN, ed RABE AS I HEN f 
Bn ORE UR EUM 次 数 ， 当 noeh aida 
—1/b, FARF- WER oT AT RE 挑 选 的 任 
何 数 字符 号 ， 这 一 点 也 成 立 ， 我 们 便 称 数字 NB 
正规 数 。 实 际 上 至 今 也 还 没有 人 证 明 ile, s:ky/2 
基 正 规 数 ， 但 荐 的 确 有 许 许多 多 的 正规 数 。 更 准确 
屯 说 我 们 能 够 找 得 出 一 个 区 问 序 列 ， 其 总 长 可 以 任 
意 地 小 ， 和 使 得 所 有 非 正规 数 全 都 在 其 中 ， 因此 正规 
数 比 非 正规 数 必定 多 得 多 。 用 测度 论 前 行 话 来 说 就 
是 非 正 规 数 集合 的 测度 为 零 ， 这 一 事实 通常 更 简明 
地 说 万 ,几乎 所 有 实数 都 是 正规 数 。 关 于 证 明 ， 请 
看 文献 O6) R (203. 

MK deo SE AE TE Bee Rh, A 
HEH 284 APE. ALR (OG ai ASCH 
代码 赋予 英语 字母 和 标点 符号 HB CLT 
视 上 本 以 实现 ) ， 可 以 把 一 篇 英文 文章 转换 成 一 个 
BEER 不 妨 假定 我 们 把 整套 不 列 颠 百科 全 书 》 
辖 换 成 了 数字 码 ， 面 且 就 把 得 出 的 这 个 数码 当成 一 

ro 


个 ERRU) WAE, Ba Ae + 1 (REAK) 
的 计数 制 中 是 一 个 单独 的 数字 符 导 ， 记 以 对 于 几乎 
一 切实 数 【所 有 正规 数 ) ， 在 其 任何 大 于 8 为 基 的 
ZRH, BPRASRMA HM, 我们 如 果 拒 基 选 成 
LXT BA, Hh MABE” BEE 给 的 数 
对 该 基 的 表示 中 出 现 无 穷 和 多 次 就 等 于 是 说 百科 全 书 
的 数字 表示 式 论 该 数 的 普通 十 进 制 展开 式 中 出 
更 无 旁 雪 次 ,我 们 连 制 出 现 一 炊 世 设 厦 到 过 ,因为 最 
Am UEB SE MX BE E IPTE DECRE BE SE E £L 
5h UU BERE — ERATES GEHE EE AE EIE e 
PRIS EC. ma TRAMA By EB JE hH 
BL AERA B —-TSI SN aE 
ERR, 

找 出 明显 表达 出 来 的 正规 数 的 例子 是 很 不 容易 
Hj). SX JL HI — pl: 0. 123456789 10 1112 13…， 这 
个 数 的 造 法 是 把 10 进 制 下 的 相 邻 整数 排 成 一 行 ， 前 
面 放 上 一 个 小 数 操 〈【〔20] , p.112). 

我 们 不 能 期 望 整数 的 十 进 制 表示 是 正规 的 A 
为 每 个 者 示 式 中 只 有 有 限 客 个 非 淮 数 字符 号。 但 是 
你 车 仔细 看 一 下 那些 用 十 进 制 写 出 净 大 整数 {全 如 
MR) ， 你 很 可 能 又 会 得 到 数字 符号 分 布 得 相当 均 
名 欧 印 象 ， 太 家 也许 会 猜想 对 大 多 数 整 数 情况 乱 怕 
HH, Bre wt “KBE? BUR MRE, Gi 
OB MIB HB 2) TERR ETARE 
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数 是 很 秋 少 的 ， 以 致 吕 1/n 对 这 些 整 数 RARE 
Sis 然而 在 本 文 $ 1 我 们 使 已 看 到 ， 吕 1/n 对 全 
部 整数 求 和 时 却 是 发 散 的 。 这 就 给 我 们 提示 了 一 种 
刻画 一 个 回 数 集合 S 天 小 的 方 法 ， 如 果 了 1/7 在 集 
合 S 上 求 和 是 收敛 的 ， BM RBS “小 > ， WRB 
WS X". 不合 零 的 整数 的 集合 就 小 。 如 果 一 个 
RMR A AA PER PER ah CROMER RED 
时 含 零 太 少 或 太 多 ， 我 们 能 不 能 断言 这 个 整数 集合 
E/N UE? 由 于 我 们 的 直觉 总 认为 ， 刀 10 为 基数 的 
表示 法 时 ， 通 常 约 有 十 分 之 一 的 数字 符号 是 0 ,1 ， 
2 ，…，9 中 的 某 一 个 ， 所 以 我 们 需要 有 一 个 定义 ， 
来 表达 某 一 数字 符号 在 一 个 已 和 郑 整 数 中 所 占 的 平均 
份量 不 是 1/10 这 一 说 法 ， RERNE A 党 的 5 进 制 
下 来 探讨 这 个 问题 ， | 

我 们 想 给 “位 数 N 中 三 分 之 一 的 数 EIER 
” 这 一 类 话 一 个 确定 的 意思， 这 旬 话 MIELE s 
是 ， 如 果 在 N 的 x 个 数字 符号 中 有 上 个 是 数字 符 导 dd 
而 n= 3h， 不 过 n 不 一 定 是 3 除 得 尽 的 ， 记 以 我 们 将 
这 样 来 说 ， 对 于 AB EACOCAS1), nfENGIOEE 
字符 号 4 的 比例 是 \， 或 d 在 N 中 出 现 的 闫 率 是 \, 如 
果 z 在 六 的 5 进 制 表示 中 的 个 数 是 CAN) , BDA RY 
BEDA. CHAR AT EAD ERE A ea CAN 
+ 去 ]〗 ， 那 就 更 符合 我 们 的 直觉 ， 不 过 前 一 定义 更 
便于 处 理 ， 而 这 一 点 差别 对 结果 没有 什么 影响 ，) 

fia 


3t xg X Er SAG de EL EAE N rin BS [d RE 
Bankes, Bgég€per NAA 数目 并 不 
能 唯一 地 确定 出 。 比 如 ，N = 994? 共 有 80 位 ， 其 
中 11 位 都 是 8 .出 于 (177)7 x 80 = 11.4， 我 们 可 以 说 
六 的 位 数 有 177 是 8 占据 了 的 。 我 们 也 可 以 说 六 的 
iy ay 4/295 / 36 eee 8 HRA ay. TE T eee 
中 ， 必 须 理 解 成 先 已 选 定 )。 

SIFT HUE HAO Ed a GB, mE 
ERAF SS EDICPE2EXCPI/bBU BR, uix 
集合 是 小 集合 《在 上 面 定义 过 的 意义 下 ) ; 如 果 某 
一 给 定数 字符 号 以 1/28 的 频率 出 现 ， 则 这 集 分 就 是 
大 集合 。 这 似乎 支持 了 这 样 的 思想 ， 指 定 的 一 个 数 
字符 号 在 随机 桃 恋 的 一 个 整数 中 通常 出 更 ages 
”的 次 数 。 面 且 5 宇 4 时 阅 个 指定 的 数字 符 导 通 常 是 
各 以 178 的 频率 出 现 ， 然而 著 指 定 三 个 或 三 个 以 上 
数字 答 导 ， 我 们 发 现 它 们 通常 并 不 是 各 以 ti 的 频 
率 出 现 ， 三 个 指定 数字 符号 各 以 1/5 谣 率 出 静 的 束 
ARREDRE. Him ETH P KERR 
WAtA- HATE, mtie- Hee Ee 
1; 280. 1, 285+ 2-RFNBRRB 
少 了 。 实 际 上 大 多数 更 数 中 数字 符号 是 分 布 得 很 小 
F. 

HERERO 二 和 < 之 1/5 关 指定 一 个 数字 答 
寻 d、 令 m= (in) > 0， 并 考虑 正好 有 m 个 数字 
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等 于 4 的 一 个 n 位 整数 。 如 果 我 们 不 考 IE AeA 
位 不 为 零 这 个 条 件 ， 那 么 如 果 恰好 有 mw 位 是 4 时 就 


有 
(a ) - A 


种 方式 去 安排 这 些 数 字 ， 有 (5 一 1) -= 种 方式 去 安 
排 镜 下 的 数字 。 因 此 有 个 或 不 到 mm 个 数字 等 于 da 
时 ， 位 整数 的 总 个 数 就 该 是 

(GD ome (0 o) 
然而 首位 数 不 能 为 数字 0，(1) 式 就 把 至 多 有 m 个 数 
字 是 4d 的 位 整数 的 数目 估 计 多 了 。 由 于 我 们 想 要 
证 明 对 于 d RA PORN, S/N ies BEL 
我 们 只 需 证 明 该 级 数 对 于 ( 1 ) 式 所 列举 出 的 整数 
是 政 敏 的 ， 而 这 些 整数 的 合 数 者 小 Foo, 所 以 
倒数 和 也 就 不 大 于 


(S) Drm TCD < +1 
beet C-E D 67 *, 
如果 记 如 = 1/b, q-(b-1)/b, ERER 


TACA aa Gema] 
WA jpig a% | (2) 
j- 


it 


可 以 看 出 ， 这 个 和 数 就 是 (f+ 9g)" 按 二 项 式 定理 展 
开 的 后 吉 二 1 项。 于 好 这 种 和 数 都 由 黎 率 论 ERA 
底 研 究 过 j 了 《21) RPK RBA pF 
败 灶 率 为 9= 1 一 了 的 一 项 实验 的 i 次 独立 试验 (所 
BABAR) primm Emi ESSE. (2 
考 庆 于 概率 的 书 ， 讽 如 (9), v.16 PR wpe 
已 知道 (A (02 5.182 MEM) (p 90 PU 
FARRA ARMs 一 离开 这 个 
Dj GE BS SEE IER S S DS. P= [An] s 
A«l/b-b, RilAni<np, FR RDP Kn 
来 说 ) RAM (2) 式 的 和 数 之 外 ， 所 以 (2) 
中 的 项 从 左 到 右 渐 淅 减 小 ， 它 们 不 足 x 个 。 因 此 (2》 
式 的 和 不 超过 n 生 第 一 项 , .所 以 我 们 得 知 # 位 整数 在 
(1) 所 列 的 数 的 倒数 和 中 所 占 比 辜 小 于 


no(n ong rhon yr stat. (3) 
我 们 要 想 证 明 ， 让 4 = 1, 2. - (3) RAS 
得 到 一 个 收敛 级 数 ， 又 很 幸运 ， 概 率 论 专家 已 经 有 
了 管 案 ， 当 很 大 时 ， 对 于 满足 0 < 人 人 <1 的 某 个 
A, (3) 式 不 超过 A*， 所 以 我 们 实 的 得 到 一 个 收 
eus . 

我 们 也 可 以 用 斯 特 灵 公 式 来 直接 处 理 〈3 ) 式 
《前 如 参见 【18] » b,531) . 

5 进 制 下 的 数 宇 符 号 4 在 整数 中 以 至 多 为 \ 的 频 
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次 出 现 ，)<17D， 这 种 整数 的 俏 数 和 是 收入 的 我 们 
MECZET. MAEZ E> bE BE 
好 一 样 ， 只 不 过 用 到 的 是 一 项 展 式 的 男 一 端 眉 了， 

其 次 我 们 假设 5 是 一 个 整数 集合 ， 在 这 些 整数 
mad 以 1 的 比例 者 现 :我们 想 要 证 明 对 和 RES， 
AMARE. Xp pBA e 直接 排 
修 讲 来， 因为 我 们 要 考虑 的 不 是 其 数字 符号 dI 
RATE EAR A 1/5 db u1/62z 8 Bg 2 REM 
Bis E RS AS BUE EOR BB 25 $8 
a. 

RAEI D1/R ERD MRA S LRAT, 
这 个 3 LS Hp B] BY ELE ORAS BY BB E nf de AHN 
的 集合 。 所 以 有 产 = 978 个 数位 上 是 4。 由 于 我 们 需 
要 的 是 9 中 整数 个 数 的 下 界 ， 押 以 我 们 不 必 把 这 个 
数 估 大 而 是 必须 伟 计 炉 小 些 。2>>2 时 我 们 就 直接 煞 
fon bP Re EMR Sd Bn — 1) 位 序列 《可 能 从 零 开 
AA) ， 因 为 在 一 个 序列 前 任意 放 一 个 非 0 ded BY 
5 进 制 数字 符号 我 们 就 得 划一 个 5' 中 的 整 煌 这 种 
序列 的 个 数 是 


(renee, 
S BRANT Oo", BES! pII BY et A A 
(^17 me (ant, (o 
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6 = 2 时 我 们 用 销 稍 不 同 的 推理 也 得 到 一 样 的 估 值 ， 
最 后 一 个 式 子 是 二 项 展开 式 的 中 央 项 的 异 数 ， 后 着 


in? BY 《或 者 可 以 利用 斯 特 灵 公式 ) 。 因 而 (4 ) 


趟 对 # 求 和 是 发 散 的 ， 

Aa, 46> 4 时 我 们 考虑 一 些 整 数 ， 在 这些 
TUR ay EFF d Le da, diii 205835 2771/5. 
设 di 都 不 是 0 (要 不 然 公式 就 必须 修改 ) FF iam = 
(n/b) 。 我 们 所 考虑 的 位 整数 的 个 数 介子 


(e«t ep 
的 两 个 信 数 之 间 ， 而 每 个 倒数 E Ei 
间 。 若 我 们 对 一 切 * 求 和 ， 则 可 得 知 全 部 倒数 之 和 和 
在 


> artean 六 (5 
PAS eet Zl, 我 在 关于 概率 论 的 著作 中 没有 发 
现 ( 5》 的 渐 近 形式 ， 但 是 利用 斯 特 灵 公式 并 进行 
一 些 代 数 演 算 我 们 就 能 够 证 明 级 数 《 5 的 项 原来 
都 是 在 n-i/: 的 两 个 常数 倍数 之 AL, BPEL I> 2 时 
(5) Wek, i- 1 或 2 时 (5) RR. 

4， 第 一 位 是 1 的 整数 假定 你 有 一 组 正 整数 ， 
ESF id SB a, PER 3 E E 一 
uv HAS BRE TEE BE AE OL 
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或 者 城市 之 间 的 里程 :但 不 是 超级 市 场 里 的 杂货 的 
价钱 《它们 偏向 于 以 5 或 9 结尾 ) 。 如 果 发 觉 到 头 
XA OKA AKER, RS RD aI, 我 
想 ， 正 好 相反 ， 这 正 是 你 预料 之 中 指 事 ， 而 且 你 还 
SADR Ss 丰 一 半 正 整数 都 是 但 数 。 现 在 候 
定 我 而 要 你 把 最 后 这 系 话 的 意思 说 清楚 ， 那 么 至 少 
有 两 个 合理 的 解决 途径 ， 实 验 法 (“这 是 我 们 试 了 
多 次 的 结果 ”) 和 数学 法 《 “2a 以 前 的 偶 整数 的 个 
数 是 也 或 子 (n -1) 并 且 当 rn 一 co 时 偶 整 数 与 x 之 前 
的 全 部 整数 之 比 趋 于 地”) 人 们 党 常客 欢 用 第 二 
种 ， 即 数学 的 推演 来 说 明 实 验 观 察 的 正确 ， 哪 怕 数 
学 并 非 就 把 实验 模拟 得 很 好 ， 

这 上 儿 介 绍 几 个 术语 是 很 将 用 的 。 设 3 是 正 整 数 
的 一 个 无 穷 集 ， 在 前 ?个 正 整数 中 有 5(n) 个 是 S$ 的 
元 素 。 如 果 n 一 时 SCm)/n 一 8， 我 们 就 说 $ 的 密度 
是 %， 或 者 说 8 是 8 的 元 素 在 整数 中 出 LU d 
率 ， 或 者 说 8 是 随机 整数 局 于 Sg HE 率 。 能 被 10 整 
除 的 整数 集 密度 1/10. 平方 数 集合 前 密度 是 0， 
对 应 的 实验 观察 是 ， 在 不 明显 偏向 平方 一 边 的 大 景 
的 整数 中 通常 只 有 机 对 说 来 极 少 几 个 平方 数 。 集 合 
的 密度 可 以 是 正 数 ， 但 集合 仍 可 显得 很 不 规则 。 岗 
胡可 以 证 明 《 (150. 0.269) AFART CGH 
异 素数 之 积 ) 组 成 的 集合 密度 是 6/mz , BD 2480, 6. 
你 可 以 很 有 把 经 地 打 峙 说 ， 在 一 个 随机 的 整数 序 闹 
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中 有 一 半 已 上 的 数 都 是 无 平方 国 子 的 ， 

并 和 非 一 切 集 合 5 都 有 和 密度。 你 试 想象 有 一 个 集 
合 5， 它 由 许多 节 相 邻 整 数组 成 ， 节 之 间 是 长 长 的 
间隔 、 那 么 你 自己 就 容易 相信 ， 并 非 所 有 的 集合 部 
一 定 有 密度 了 。 例 如 念 5 包 含 2 510 (包括 10) 之 
Pm Bg, 10155 100027[H XE. EU He PH 
& $107 + 1451077 Zap dC, WE 

Sio") = S(19*7 1) 
= (10-1)*(10? -10^)*-*(10* 7-107777) 
= (10?"-1)/11. 
BR UA 24 ACIE 1005483 次 E SCA )/ 1/11, m 
UR TOI of 2k Fe aT ADS S(R)/5— 10/11. 

SIBI BENE, S UBEDBE—OECBCÉH E 
fünf Rated 5 BrERJE US 的 这 类 问题 有 时 有 直观 的 
答案 ,把 问题 所 涉及 和 到 的 染 合 的 密度 如 以 计算 还 可 
由 使 答案 痢 进 来 很 有 道理 。 委 多 年 以 前 有 个 人 想起 
所 这 样 一 个 问题 ,，“ 正 整数 的 第 一 位 数 是 1 的 可 能 
性 有 和 多大? 2 【假定 这 整数 韦 写成 通常 的 梓 于 ， 从 
Eirg. ) 这 个 问题 有 意 岂 的 地 方 是 ， 天 财 数 大 


RERED BERA 9 个 数字 符号 可 以 放 在 第 


一 数位 。 然 而 这 个 猜测 与 实验 大 相 径 庭 。 事 实 上 任 
何 一 个 合理 的 随机 整数 表 ， 比 如 杂货 价格 、 训 路 里 
程 或 人 口 统计 都 表明 1 开头 的 整数 多 ; Bg. Q% 


te 


者 中 三 分 之 一 的 数 儿 乎 都 是 以 1 开头 的 。 (这 当然 
BETH PAAR NM. TERRE MSE 
ERAS MEERA, ) 要 是 第 一 位 数字 是 
1 药 所 有 整数 构成 的 集合 其 密谋 算出 来 接近 3710 的 
话 ， 我 们 就 会 象 用 偏 数 集 密 庆 为 到 的 数学 结果 去 解 
释 观 察 出 的 偶数 频率 一 样 地 有 权 【《 或 几 隆 有 权 ) 说 
“ 啊 哈 1 赃 以 我 们 观察 到 了 我 们 所 观察 到 的 东 再 .” 

然而 不 然 ， 第 一 位 是 工 的 整数 集合 原来 根本 连 
密度 也 没有 。 事 实 上 这 个 集 具 有 我 们 为 了 构 志 无 窗 
EF SET HE HH BH Ra 

KPT TR PR, (Ca) Rn 
位 或 更 少 位 的 整数 的 集合 !(o) 集 人 台 (q) 再 加 上 
n+1) 位 整数 的 前 10" 个 整数 .在 (a) 中 我 们 有 9 x 
LOK 4 hay ay EO +9X10+… +9X10"-! 
=10°- 14S, Ae ah 1/ 9 mie St ae bl 
1] 开头 。 因 而 # s10°- 1 ARN A S(m)/m-1/9. 
然而 在 (58) 中 我 们 多 加 进 了 10* 个 整数 ， 它 们 都 是 
] 开头 的 。 因 为 Bain ef] X10 ~ 1 P. RE 
fS(m)/m -C(102 - 1)/9* 1072-7 (2x 10* 7 1), 
极 跟 为 579， 央 而 9 不 可 能 有 密度 。 有 些 人 已 经 感觉 
到 这 里 的 理论 和 实验 之 同 不 一 致 了 ， 应 该 有 所 解 
释 ， 并 且 作 了 各 种 努力 去 解释 ， 关 于 至 今 为 止 最 详 
尽 的 讨论 以 及 完整 的 文献 ， 大 家 请 读 (223, BF 
最 新 结果 请 看 [26) 与 Q0. | 
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解决 我 们 的 集合 无 密度 这 个 数学 困难 的 基 简 单 
方法 是 应 当 理解 这 一 点 ， 实 在 并 浅 有 和 什么 了 不 起 的 
理由 非 要 我 们 把 密度 定 交 成 limS5S(n)/n 不 可。 我 们 
可 以 把 58(n)/n 着 成 (如 10s X | T AneRSS RES) 
32 1， 对 于 <? 求 和 ) 。 这 使 我 们 想到 可 LE 
Mom 4g RE N 

(DS wk), Ax nBRCS)-—-(X.w(&), 

38 B R xn), (6) 


式 中 w(h) 之 0， 并 且 2, we) RR. KRHS 


看 到 ， 对 wt) 只 和 作 一 点 宽松 欧 约 束 ， 这 就 是 相当 
Sih XT. Be “合适” 我 指 的 BMRSEB 
通 意义 下 的 密度 ， 那 么 这 广义 密度 就 会 和 普通 密度 
RE. AnEw()-1/0 “RRMA” ERA T. 
BNE ERTL. GRA SR TW (LIE A IR 
的 了 ， 记 以 我 不 打 自在 这 里 给 出 证 明 。 由 于 我 们 在 


S 1 中 已 经 看 到 和 数 之 11/8 儿 乎 等 于 logn, 记 


PUFA w(t) = 1 的 广义 密度 也 是 对 数 密度 。 | 

第 一 位 数字 是 1 的 整数 ， 其 集合 的 对 数 密度 是 

log; 2 = 0.301029995667 这 是 一 个 令 ARE 的 

定理 (Æ CT) BAKA RANA) ， 现 在 

我 来 入 绘 一 下 它 的 证 明 。 上 述 结 果 可 以 看 成 是 实验 

事实 的 数学 模型 ， 因 为 对 数 密度 看 来 是 和 普通 密度 
8j 


WAHT METRES HE. 

Je £i S Bg LAE Se r ESI UE BTE AT ER AR AP 
AD ero. (BS: uui 简单 。 令 5 为 
第 一 位 数字 是 1 的 整数 的 集合 。3 没 有 普通 密度 的 
ERARE (MERCES RWE) Ree ERR 
FERRET: SHBA TEn UU DXX Tr E 
S, GLER XA/h. RERI II FLH G 
+i) 位 整数 , 即 从 10: 到 2 x 10i1! 《包括 第 1 个 但 不 
包括 最 后 一 个 ) 的 整数 。 我 们 从 $ 1 Ae JA 1 
到 的 全 部 整数 时 ， 和 数 D1 (调和 级 数 第 fp 个 部 
分 和 ) ILES F logt +y, Miky ERKAM A CP. 
87) 。 那 么 ， 作 为 两 个 部 分 和 之 2: 的 Li 几乎 等 于 
log(2X10) -log(10)) , Bj, JL 等 于 log2。 现 
Ln) RAMS PRAT ea RAIA 22 1/&,. x4 
——UbskdRSdenLOo -1)» BELGIO, AES 
Fmlog2, FebLlog10™= mlog10,32 (348331 L C107) 
/mlogi0, Xx JL3É *-Flog2/1og10 -10og,,2, 

随时 要 留意 到 所 有 的 那些 《几乎 ”虽然 比较 符 
易 ， 然 而 却 使 人 厌烦 。 不 过 我 们 可 以 箭 述 一 个 将 搜 
的 办 法 (26] ， 这 个 办 法 省 去 大 量 计 算 而 号 证 明 我 
们 的 集合 3 对 于 县 有 下 列 好 性 质 的 任何 一 个 密度 定 
Mate logy 普通 密度 ， 自 然 缺 这 些 人 性 质 的 
一 条 。 令 了 上 和 去 为 不 相交 整数 集 ， 仿 25 表示 整数 2x 
的 集 , 这 里 xEEB} SELIRMER ABA LHR: 
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于 整数 x +E RAK c E. Bail Br ie a te 
A. HEAR DIWE +11 AED, FEA SB 
DIERRE Ds FEMPHAM R A HED A 
口 :， 则 其 并 全 具 有 和 密度 DD, + D&.. Wi 很 容易 就 
可 以 验证 对 数 密度 共有 全 襄 这 此 性 质 ， 

我 们 现在 简要 地 说 一 下 我 们 的 证 明 ， 具 有 这 些 
性 质 的 任何 密度 都 给 我 们 的 集合 3 绪 平 一 个 值 
logio2。 稍 加 改变 表明 , 消 整 数 是 用 5 进 制 表达 的 ， 
ATHARE 车 开头 一 个 数位 上 蚌 5 进 制 中 
的 9， 出 此 入 是 logpl1+1/4) . 

Ad (EW REM H, +E 换 T 把 8 的 每 个 整 
Be AR A Kf 2x, 2 01, (E ER 成 38 与 28 +1 的 
FR. mb. SSA) RAR CHW) BAK Bex 
REG, TGESCOLMES. SCS4) AL ASKER S) 
集合 ， 以 此 类 推 。 密 度 d (SCR) 就 篇 记 成 dl(&) ， 

我 们 立刻 就 看 出 ， 把 用 于 S (1) RAS I TUR 
交集 8(2) 与 S(3) 的 并 集 ， 所 以 根据 密度 d 所 假定 的 
性 质 我 们 有 dz(1) = d(2) +d(3)。 青 用 一 次 IT 我 们 有 
d(1) = d(4)+ qd(5)+d(6)+d(7)。 继 续 用 归纳 法 
RITS H 

d(1) - d(2*) 4+ d(2?41) * - t d(2**!-1), 
把 这 个 等 式 对 p= 0,1. ,m- 1 写 出 再 相 加 ， 得 
$3 


2 -1 
md(1)= 2, d(i) ,- 
i=] 
但 是 > lacs) = = 1 ., 因 为 每 个 整数 总 有 一 个 数 
33634 MAD 19 lay 1， 如 此 等 等 。 因 此 


atom EMO AKA, AB 之 ?1 d(i) 计 — 


个 1 ， 加 于 番 下 部 分 所 得 的 一 个 分 效 。 所 以 和 的 贡 
数 部 分 是 【loglo2"] ， 这 与 (miog;,2) 一 样 ,但 
这 也 是 met1) 的 整数 部 分 。 由 于 对 ETER mA 
(md(1)) = Cmlog, 92) , BiLId(1) = log, 245 £A 
Wr. 


练习 


1 .虽然 很 多 地 方 孝 有 堆 书 问题 的 公式 (了 .59)， 
CAR KRARE, RHF, HEHE RRA L 
KRG BABE SOA, RN p 38 869 21 4E, 

2 RTRA ARATE AG dioc Ak, di 
Jk 4, — HOT VAL REI ie ice p AO EL RK 
kattta RAPA, MTS ACL) KD 1/k* 
box EC RACA) = 9058 A E] MR RRS. 
$ 3SACGOD-91*8 3| X 4€ (Amer, Math, Monthly, 
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84(1977)652,. problem E6275; 86(1979)58) , 
SAT ACT ELA m ACA p E i dC 


Sado (School Science and Mathematics, 
April 1975, problem 3555,) 


4 ik Er ET xb] EC SE ARA FA 61 dX 
fo, (Amer,Math, Monthly, 82 (1975) 401, 
problem E2533, 83 (1978) 570.) 

SAA KGS PERAATERTA PRS 
4. | 

6,4. $ 2p X48] RAWLS ER 
吗 ? AR CES EA? 

T. FSA TEREG, RGB XE Er E e 
(AGHA) AA ARE Bae, 766054430. 
iE AS E qe IIRAS i FEIT iE fe IK 
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E. ARES KE HERE 


5, K, RIS A 


有 些 数学 工具 是 有 名 称 的 ， 比 如 二 项 公式 ， 正 
纺 定 律 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 但 是 有 些 数 学 工具 数学 
家 天 天 都 在 用 ， 却 连 个 名 此 也 没有 ， 人 们 动用 这 些 
工具 时 不 象 是 在 甩 锦 头 获 子 ， 而 更 象 是 受 抑 使 神 差 
— FF , . 

RA PILAR AR. PRES 
几 个 应 用 ， 让 它 陪 离 不 应 看 的 无 各 状态 ， 给 它 命 个 
名: 付 比 尼 原 理 。 它 经 常 是 和 K E H REEE 
用 ， 所 以 我 先 讲 狄 里 克 需 原理 。 

KERER EEIE N R” 
单 的 表达 出 来 是 ;如果 你 的 信封 比 手记 多 ,你 把 每 个 
悄 圭 放 进 抽 展 中 ， 那 和 到头 来 总 有 一 个 抽 层 里 装 了 
不 止 一 个 信和 霸 . 这 很 接近 于 下 面 这 个 更 一 般 的 形式 : 

RST Rap, Æ 么 有 一 个 拙 
Robe. pas. BE, —EA-THESES 
a 个 信封， 

现在 举 一 个 狄 里 克 雷 原理 的 简单 应 用 ， 设 想 有 
一 个 容纳 2000 人 的 礼堂 ,运用 狱 里 克 雷 原理 我 们 知 
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EUERE PED ACPAM XM AA, AH 
ERIR ESF RO 3664 BUE CIR — 
29 82000 EH. Sj hg 均 装 偿 圭 2000/ 366 
$5.5 个。 因此 一 定 有 至 少 5.5 个 人 一 一 因而 也 就 是 
至 少 6 个 人 过 某 个 相 厨 的 生日 。 同 理 ， 一 定 至 多 有 
5.5 人 一 一 因而 也 就 是 至 多 有 5 人 过 某 一 个 相同 的 生 
H. | 

还 有 一 个 礼堂 问题 以 后 也 会 有 用 ， 试 想象 一 个 
ILS, EAL (BS): 


rel | | | | 
| 
; D. BEER | 
7 DUR 


NEN a 


0 c^ Beg ， 
f15cBBReEf DSO WOR. GuEx 
HARE, THEMA.) — | 
Be ALE AGT 304A. FEA 30/7’ 4,3 
A. PKBRERE, RHSOATAS BS, X 
TESTA. SRST, MTHS 
出 类 似 的 结论 。 但 是 我 们 现在 寻 拉 把 注意 力 转 向 村 


$3 


比 尼 原 理 吧 ， 这 个 原理 在 这 以 前 连 个 名 儿 也 投 有 
Re | IE 
ATE A Ce? x 3 的 小 礼堂 中 坐 了 
BPA, MBO AR RP I RAS AB, 


g v 
7 DB 04 
-LUE vi 
IA 
d ^, Am Y Wi 


E: 


E10 
一 种 “ 数 房子 ”的 方法 是 数 每 行 的 数目， 然后 把 结 
果 加 起 来 ，( 从 最 上 面 一行 数 下 来 ) 得 
6 二 ?2 和 十 3 十 5 十 2 十 8 十 4 二 27， 
但 是 另外 还 有 个 方法 ， 先 数 每 列 里 的 个 数 ， 梧 一 眼 
RENT RAREBHETA, RAIA, Bi 
EIAS pP | 
| ax 327 
人 ， 两 个 方法 对 比 就 拒 付 比 尼 原理 说 清楚 了 。 
你 用 两 种 方法 去 数 一 个 集合 ， 数 出 的 结果 是 一 
样 的 ， 具 体 到 也 党 问 是， 你 数 每 列 与 你 数 每 行 得 出 
的 有 人 坐 的 位 子 者 是 一 样 多 ， 
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RYE “HEEZE” 而 着 名 的 ， 这 个 定理 说 
出 了 计数 ( 微 积 分 学 的 “积分 ” ) 的 硕 序 不 影响 结果 
的 相当 一 般 的 条 件 ， 

”我 们 以 后 还 会 用 色 付 出 尼 原 理 的 一 般 形 式 ， 这 
AES FE ALEA A B (51 BERE BGR ATR 

FAEH ARAR x 每 列举 人 数 
Bl, AWARD A EGRE HUNC. 

ACEP SERRA AR 知 其 所 以 然 地 学 过 
2X3 一 3X2， 那 时 就 在 用 村 比 尼 原理 了 ， 因 为 2X 3 
HEERE RATS MASS Tx” 
(%11); 


, Bi. | 
AEE FY CET BE BREXT (AIA), 


BiBzxs-axs, 因此， TREE PRIA SC AAR ME 
AKER N—-TMEAE T. 

1.8 FAHER FARBER 
的 更 重要 的 倒 ， 我 们 再 选 一 个 关于 数 的 因子 问题 来 
看 一 看 ， 对 子 每 个 正 整 数 k， 令 d(#) 表 示 能 驴 徐 & 
的 正 整 数 的 个 数 ， 例 如 d(OD)-—1, d(2)—2, 2(3) 
=2, d(4)=3, d(s)=2, d(6)=4 对 任 RES 
p, d(p)22, d(k) 值 的 摆动 幅度 可 LL CK, df 


All, 
d(41)22, d(42)—8, d(43)—5. 


Ea, AMER HA: “7 增 大 时 dCAMERI 
7 修 值 的 平 询 值 变化 情况 如 何 ? ”更 准确 过 说 ， 当 
ce Kh 
d(ij+d(2)+--4+d(n) 
it 


和 如何 变化 法 ? 
我 们 用 付 比 尼 原 理 从 舅 一 个 角度 来 观察 和 数 
d(1) +d(2) ++ +d(a)s 
PP IEW) EX DOBAS T. 
(Lll...) 
首先 以 4{6) 为 例 ， 它 认可 以 看 成 ;能 整除 6 的 数 
XIG, O8 A3, 内 以 dC1)+d(2)+… 十 d(n) 是 
FERN, RMN, KERR, AAT RET 
n, ATHHMMSXTRUIMRS, WH 想象 有 
of 


Anin, AC, Ry 的 7 对 应 于 一 个 
行 ，& 对 应 于 一 个 列 ， 如 力 13 所 示 。 芒 7 ERA, 我 
我 们 就 把 j 与 # 交 会 之 处 当 作 “ 坐 了 人 ? ， 用 涂 阴 影 
来 表 东 。 所 以 第 ? 行 与 第 6 列 交会 处 的 位 子 “ 坐 了 
人 ”，。 第 3 行 与 第 7 列 交会 外 的 坐位 没有 坐 人 ， 如 图 
RR., EE, dARI ETA” WERK 
个 数 。 


io 


| - Bis o. | 
fud (1)  d(2) ++ + d(n) 是 一 列 一 列 地 数 
ity “ART OA? 的 促 位 的 总 数 ， 利 用 付 比 尼 原 理 ， 
RN-F Fb BTA BR, HE 
Fo UHBEHPSECTGEUSETAT 4&4 ES AF 
PEW Ae, "hn, MABE BRT 这 就 是 要 求 1 与 
之 间 的 3 的 信 数 的 个 数 。 这 个 数目 大 约 是 na/3， 因 为 
$5 


图 14 


TT ILS 1 2 PM A T ME T 
AGES AB Re Ren / je Cc E Jie n/d 53 (n/j)— 
IZA ) Pi EL oic SRO FE 


7 Ft 
TET 


EEMI) e d(2) +--+ d( n), PA MERE 
GST. RRS POUR, WH 


ml,l.,... L) 


4° 2 Thn 
HAST ELO T n BINT Bee 2.718 RP RT 
HMM. 参看 练习 3， 所 有 的 电子 计算 器 都 有 
log x, ACEL + d(2j)4+ + t d(n))/n KAS 
= o 


F 


nlogen = oun | 
= E + -= 
it 


PAF ey RCA), E 
& 增 天 ， 有 的 因子 数目 平均 看 来 终究 是 增 大 的 。 

为 以 后 引用 方便 起 见 ，, 我 们 把 这 个 结论 用 定理 
的 形式 记录 下 来 ， 术 语 “KA” GEDA? JE 
的 练 可 1、2、3 中 有 解释 。 

定理 1. ”前 0 个 正 整 数 的 因 于 的 平均 个 数 ， 

i d) 4(2) + +d(n) 

H 

近似 地 等 于 
. logs. RE o 
付 比 忆 碌 理 的 第 二 个 应 用 是 在 拓 捉 学 中 。 


Metts tere 覆盖 球 
面 的 一 张 地 图 ， 更 准确 地 说 是 想象 球 而 被 分 割 成 一 
此 曲线 所 国 成 的 区 域 ， 地 图 前 一 个 小 部 分 的 样子 如 
图 15 所 示 ， 


侵 定 在 一 点 招 会 药 至 多 只 有 三 个 区 域 。 砍 三 个 区 域 
的 确 交 会 的 那个 点 为 顶点 。 称 连结 两 顶点 向 为 两 个 
Ce ht aet ae 图 15 中 报 黑 点 都 是 顶点 ， 
AB 是 一 茶楼， 

DEERE SVATA ERM RN 
EM, A ARTE T EGRE CHINE 
E 

V.E rR, 
利用 这 个 关系 式 以 及 侍 比 尼 原 理 和 狭 里 克 雷 原理 我 
们 来 建立 下 面 的 定理 ， 这 里 的 表达 方式 不 太 正 规 。 

定理 2. 在 所 说 的 地 图 上 的 一 切 区 球 中 至 少 总 硒 

一 个 区 域 的 边界 至 多 有 逃 条 楼 。 痪 名 请 说 ， 至 少 有 

一 个 区 城 是 三 角形 ， 或 四 边 形 ， 或 五 边 形 . 
Tne tem REET Esai 
GRANTS, 

RSC RRERMRME IN, 32AM 
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汐 一 个 区 域 ， 在 区 域内 靠近 每 条 楼 放 一 朴 煞 五 ， 对 
每 个 区 域 都 这 样 放 孵 夏 ， 于 是 印 石 的 分 布 喜 如 图 16 
所 示 ， 每 条 楼 旁 有 两 枚 孵 石 现在 用 两 种 方法 来 数 
RA, BORN > eSB 

Ra, 
因为 有 尺 个 区 域 ， 每 个 区 域 中 孵 石 平均 数 是 co 但 。 
是 另 一 方 两 在 已 条 棱 的 每 一 条 的 两 便 各 有 一 个 久 
8. HUNG BME, FE | 

Ra=2k, (1) 

BER NIORRRV SEWER. WHER 

力 放 到 每 个 顶点 上 来 ， 在 交 于 顶点 的 三 条 楼 的 每 条 
棱 上 举 近 顶点 的 地 方 放 一 术 钱 五 ， 完 成 这 项 任务 后 
就 得 到 如 图 17 的 卵石 分 布 情况 、 


图 17 ' 


TUM, SLAB, RARE Bae 
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B2h, HEFMNARMRVM ETI, W 
aye2E. (2) 
BOX CBS 


R= BVE. 
南欧 拉 方程 下 一 号 二 加 一 ? 变 为 

2E-E+*E=2, 

3 a 


By BI 
oT € ux 
(& I + a yz à 
所 以 必定 有 ; 
2 14 È, 
F i+ 29; 
ER Ti 
2. 1 
27 3 
Eh a8 


按 不 等 式 (3)， 每 个 区 域 的 楼 的 平均 数 小 于 6. 
所 以 很 据 狭 里 克 需 原理 一 定 有 一 个 区 域 至 多 只 有 五 
条 起， 应 用 这 个 定 媳 可 以 证 明 球 研 或 平 币 上 的 任意 
她 加 都 可 以 用 五 种 或 不 到 五 种 颜色 来 着 色 ， 使 得 共 
有 公共 过 的 任意 两 个 区 域 赢 色 不 相同 ， 请 参 潮 553， 


354—3557. 


EER 4j, MHA PRATER 
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也 用 了 狄 蜂 克 曙 原理 ， 这 两 条 原理 就 象 著 头 与 十 子 
一 样 总 是 形影不离 ， 相 得 益 彰 ， 下 面 的 例子 更 生动 
地 说 明了 这 一 点 ， 付 比 尼 原理 首先 确定 平均 值 大 
(或 小 ); 狄 里 克 雷 原理 随后 据 此 作出 关于 此 平均 信 
的 铺 论 ， 

我 们 的 第 三 个 例题 选 自 组 合 论 ， 这 是 主要 研究 
有 限 集 的 一 门 学 问 ， 这 个 例子 在 不 同情 襄 下 利用 了 
付 比 尼 与 狄 里 克 雷 两 条 原理 ， | 


3。 组 合 论 中 的 付 比 尼 坟 再 ”我们 从 ”合格 的 
nxi FER THER F. AER. R iA 
JA E1877 38; 


ELS 


在 这 种 aX EI PAETI A M a UR, 
如 果 其 和 中 任何 两 个 格子 都 不 在 同一 行 也 不 在 网 一 
ils RARE, n SAA TURES, 如 图 19 
TAR. 
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X# 方 阵 中 有 多 少 横 截 集合 ? 【我们 需要 知道 它 ) 
为 计算 此 数 我 们 首先 注意 第 一 行 的 那 一 个 裤子 可 以 
有 # 个 选 法 ， 它 一 选 定 〈《“ 涂 上 阴影 ” ) WHOA 
上 药 那 一 个 格子 便 只 有 # 一 1 种 选择 余地 了 ， 因 为 第 
二 个 将 子 必须 在 与 选 定 的 第 一 个 格子 不 同和 前 列 上 .， 
失 以 模 巷 集合 中 的 局 第 一 、 二 两 询 的 那 两 个 格子 有 
n 。(2 一 1) 种 不 同 药 选 法 ， 同 理 ， 从 第 三 行 上 再 选 
-ARTERE ?一 2 个 选 法 ， 如 此 继 续 最 后 得 到 
# Xn 方 阵 中 有 
n(n 1} (2 2)-+(3)(2) (1) 
^d. 用 此 公式 有 3。2。1= 6， 完 全 符合 上 
MEA NOAPRRAS, Bin PIERRE, 
BN n(n—13(n—2)-(3)C2)(1) 3K FB MY en Bp 
R, SA nb. Bj 4) 一 4。3，2 tode 
(31 } = 4:6— 24. RE St = 50 (41 9 —5*24 
162 


=120, 


现在 想象 x 个 格子 的 每 一 个 都 包含 一 Yh, 5 
外 组 假定 当 现 在 一 个 格子 的 每 个 数 只 在 两 个 格子 中 
Hl, Fhe pew ee, MURRER. A 20 是 " 
一 4 的 情形 ; 


请 读者 自己 动手 把 nm, 6 sod 
ii. | 

4X 《的 方 阵 中 有 上 几 个 无 重复 数字 的 横 截 集合 。 
Bild -AAR SIEG 


a 
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怀 们 还 可 以 举 出 更 多 的 合子 ， 并 验证 6x6 和 8 x 8 和 许 
情 议 ， 是 不 是 一 定 有 无 重复 数 的 横 鹤 集合 呢 ? 

你 作 试验 时 会 注意 到 随机 挑选 出 的 大 多 数 横 堆 
集合 没有 重复 数 ， 的 确 每 个 模 截 集合 中 不 同 数字 的 
平均 个 数 在 来 接近 于 1， 当然 每 个 横 截 集合 至 少 有 
n/24R MET. CRA?) . 

事实 上 4 二 2 时 不 一 定 有 无 重复 数 的 模 截 集合 ， 
例如 下 面 这 个 2 x 2 方 阵 的 两 个 横 截 集合 的 每 一 个 都 
有 重复 数字 (图 22): 


图 22 


下 面 的 定理 表明 2 x 2 这 种 情况 是 一 般 规 律 的 例外 . 

定理 3， nS, EET E RGH ER AL ÉS ER 
xA ATEREA. 

ce, MERA 3 89 9j Me Tepe 
同一 列 上 ， 那 么 每 个 横 截 集合 旗 无 重复 数 ， 问 题 出 
在 壤 有 相同 数字 的 两 个 格 子 不 在 同一 行 或 同一 列 
上 ， 因 比如 图 23 记 示 的 包含 两 个 格子 的 性 意 一 个 横 
裤 集 合 天 然 就 有 了 重复 数 ， 
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图 28 
我 们 把 选 自 不 同行 和 不 辣 列 且 包 含 周 一 个 数 前 


一 对 格子 称 为 奇 拓 对 。 不 含 次 异 对 IHESUB UON 
重复 数 ， 办 此 我 们 要 证 的 是 ， 有 一 个 惯 截 集合 不 舍 
奇异 对 ， 为 此 目 芍 我 们 来 考查 在 由 个 模 截 集合 中 
A et ER A 

假定 我 们 的 xx oy BRA PR ER. CFE 
在 0 到 "2 /2 之 闻 ， 神 所 给 方 孟 责 定 ，) : 通 一 个 m1 FF 
# 列 的 礼堂 ， 让 每 行 对 应 一 个 横 截 集合 辣 BATH 
一 个 奇异 对 5， 如 图 24 记 示 


位 于 第 上行 第 3 列 的 坐位 当 棋 堆 人 梨 合 上 含 奇 看 对 * 时 
就 是 “被 人 占 ” 了 的 坐位 ， 

AREAS AAR Gee, HC, X 
个 总 数 是 

(C1 用 每 个 模 截 集合 中 奇异 对 的 平均 数 )。 

| (4) 

但 按 付 比 尼 原 理 它 又 该 等 于 

(9)C& — eU IOS a pt d H8 PE SOC) 

SH RHE HRA AE. Wit WwW PMB 
-HARI EAN RRA ROM 
《为 什么 ? rua) SORIA E 

(m X( 每 个 横 截 集合 中 奇异 对 的 平均 数 ) 

(fp)(r— 2H . 
记得 曾 有 ?2272， 所 以 上 式 两 岗 除 以 2 得 
每 个 横 截 集合 中 奇异 对 章平 均 对 数 


nt (era 
SFT 


但 是 
(n~2)1 


DU  (n—2) 
(1)(n—1)(n—2)1 


MO n—1) | 
Bi BE RR ES E POP ETE ET BD Te 


ne 


E Gai)" KT) : 
108 


Bi, Pred, BRE Biz/C26 071») 至 多 等 于 
2/3, Ao’) TFE. : 

Fe PRR SS Hah RS 对 平均 数 小 于 4 
根据 狗 二 克 雷 原理 必定 有 一 个 横 惟 集合 所 合 厅 异 对 
少 于 1. 人 简单 元 说 就 是 有 一 THER BORER 
EREHE, 

你 读 完 证 明 后 会 发 现 定理 的 依据 就 是 希 蔓 一 个 
PPLE RRA HER BR, RAPE IR 
PB EAS AIK - KE PRR ERE 
HS Af BPS) TF TR. 

4. PRAM WA TOES TD ER 
BERATED ae, KER 
Sree RAR, MAX RHE 
Ar HISERLH ORES, ASR RS 
MERE. A, BA-THARA ERNS 
FFF YA 831 48 ER aE, | Pa he ye 
时 候 乱 猜 是 很 不 第 的 猜 湖 ， 厂 自然 沽 水 在 大 地 上 是 
很 可 靠 的 。 

| 1057C. A. 罗 杰 新 应 用 BLE WHET 22 
Ey NE n E, 这 个 覆盖 用 了 CARRETE, B 
Butt SUE REE Z0 RE eS IU 
Bie AAA AEH BAA TEE LIBRE 
EEE IE 

需要 集合 论 的 几 个 构 念 ， 尽 管 是 很 常见 的 ， 还 
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基 停 了 米 复 习 一 好 些 。9 个 集合 Sb Savy Sy 
的 并 集 是 由 至 少 9 个 集中 某 一 个 集 RUD UN 
B. ETR 
SU SUU Sa 
比划 以 9 为 5 再 每 个 集 5: 有 3 个 元 素 为 例 ， 那 么 它们 
的 并 和 集 至 多 有 15 个 元 率 ， 但 至 少 有 3 个 元 案 。 
， RES So cs SWRMIES Be 个 集合 
HAT TERMS, AA 
| S,051fl--fi5. 
交集 有 了 时 还 可 能 是 至 集 ， 即 不 含 元 过 的 集合 。 
，… 令 集 全 5 位 于 集合 之 内 ， 慰 未 局 于 六 但 不 局 
于 人 S 的 元 案 组 成 的 集合 叫 散 $ 在 区 中 的 种 集 ， 写 成 ; 
A—S. 
图 25 是 .上面 三 条 定义 约 图 解 : 
朋 影 部 分 是 SS USsU Ss 
阴影 部 分 是 Si NS NTa 
有 阴影 部 分 古 A 一 5 


| 图 25 | 
读者 可 以 验证 并 、 交 、 补 的 下 列 美 系 
X—(S,U Sale UU Sa) 
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-(X—3,)nX-— SN een ntX- S. ). 
每 个 Si 都 是 假定 在 内 IX Fo RA nii sus 
成 是 下 的 被 雨点 Si 打 湿 了 的 部 分 这 对 以 后 很 有 
H. Si USU US. Bo tRAT ET OH, BT 
PAS “AC A 
Rid HEART EU. 

BLADE) ToS, MIR RS Re Phe 
的 nx "PEE, SOTUMEPPRAG, 2, y ?中 的 一 
AR, MEA nac WR sc 

， SORA KRUNT A, 用 符号 

ros- 
表示 第 +* 行 与 第 * 列 相交 处 的 小 格 中 的 元 x», i26 
上 是 一 个 6 阶 拉 丁 方 ; 注意 ， 比 刀 有 2o3 一 1。 


我 们 来 证 明 下 面 关 于 任意 拉丁 方 的 定理 ， 
定理 4 考虑 一 个 an 阶 拉丁 方 和 能 整除 na 的 一 个 
EMRm, $5—q0m. PEZ —EtffEatr, 使 得 这 9q 
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FRANA RRR HS MA Daw 
"Ci 7 O74 /0)2 
PEATE 
”我 们 暂且 停 下 来 看 一 看 ， 关 于 图 28 的 拉丁 方 定 

理 4 告 诉 我 们 些 行 入 。 这 时 4 一 6 令 m 一 2， 它 能 整 
除 6， 于 是 9 二 3。 记 以 定理 4 说 的 就 是 在 在 着 3 行 ， 
使 得 这 3 行 的 前 2 列 至 少 包含 

ef 1-(1-3) ) 
个 不 同 的 元 素 。 但 是 

6[ 1-(1-4) J=6(1-3) 


_ 38 2 


=_= $ 


9 9. 

BCE ARR RAE EHE 其 头 二 列 至 少 
有 5 个 相 异 元 素 ， 一 着 图 26 立 刻 就 找到 三 行 ， 它 的 
头 2 列 一 共有 5 个 相 异 元 素 ， 全 如 第 1、2，4 行 便 是 。 
但 是 在 图 26 中 却 没 丢 换 出 3 行 ， 其 头 ? 列 有 6 个 互 异 
LF, -ADEE RETER, 

ERa T EAE, HA, (1-1/9) 
Xt ANT, 324020 HEIL Hk, ERE 


小 数 反 后 两 位 ， 
q ' 2 3 4 5 
(1—1/9)* 0.25 0.30 0.32 0,33 


微 积分 学 中 证 明了 ， 随 着 增加， (0—1/9) HER 

JEJE EIDT1/ez0.37, FURR RHE 

是 ， 我 们 能 够 找到 g 行 ， 在 其 头 m 列 中 它们 Eit 
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TRAR- MR SE. Ne dp EU 
1, 2, :CnIOSQO PE, ' 
当然 月 半 我 们 可 能 会 获得 比 63 克 更 好 的 结果 ， 
例如 我 们 着 能 找到 4 行使 得 它们 在 前 m 列 中 的 那 部 
分 根本 不 重 状 ， 屠 么 它们 一 共 就 会 有 有 g Xr 二 + 个 整 
数 ， 这 就 是 1，2 e, 580000 T ,总 之 ， 
36A fp 6306 CLER BERI EUST, AAR EA SER HB 
qfi» ER ENEN SUPERIOR ADE, 好 ， 
RS UE, 
今 X 为 整数 1 2，…，# 的 集合 ，A4 为 整数 1， 
2, t, MERE, Maff HAF Hm AOR 
xO], xo2, t+, XOM. 
HA Sg dg e OS A 
XA. 
HE xp maso: 因此 集合 Ax premi 
p Re 
我 们 希望 抱 出 g 行 Y:，xs，…， x. 使 得 
AUAU eU x A (8) 
BD 
(1-072271 
Tr Tt Ho 
为 此 届 的 ,我 们 在 1 2s e Bee PRR 
Exo xa c, xo, ARERIA 能 Hix, 
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Xa … KM COP HIE 的 平均 he. E 
L a oe n 这 个 集合 看 成 是 人 行道 路 面 ， 那 末 集 
合 x A, X14, ov, XA EE 4 PRI: WER 
xi AU x AUU U x, ARG PRAT RET BY 25 — 
半分 人 行道 路 面 ，)》 . 
为 计算 方便 起 网， 从 (6) 的 补 集 
s X—(x AU AU Ux. A) (7) 
开始 算 ， 面 这 补 集 又 等 于 | 
(Ir AJN EZ— x AN e VEX eA). O 
non mE (8) 
《 补 集 (7) 代 表 人 行道 干 的 部 分 ， 它 是 每 滴 十 所 未 打 
湿 的 部 分 的 交集 (8)。) | 
设想 有 一 个 礼堂 ， 对 应 Fx xasoce xd 
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每 一 种 选 法 它 都 有 一 个 行 ( 见 轿 27)， 贞 于 x; 有 "个 
选 法 ，x ,有 # 个 选 法 ，…% .有 t+ 个 选 法 ， 
RARER, MHARA 
ni 

f WARAN 5 2, e, OHM, SYETE 
nae EnA RET, WME NR. 

AR 7. | | 
XÉECX — xy AUN X= x4) 0 (X= x 4) hs 
我 们 称 第 x xn 17% x, 515 88 y 3 35 4 AME ER] SES Dr 
为 “被 占 ? Bik, jak, RNB ee See 
TR/b EI — HH. | 

为 此 我 们 用 黄种 方式 来 数 被 占 兴 位 的 总 数 ， 首 
Ei TERANA | UM 


Filo 每 行 平均 被 占 坐位 数 ， 
(m*)( 每 行 平均 被 占 华 位 数 ). G9) 
但 是 根据 付 比 尼 原 理 ， 被 占 坐 位 总 数 也 该 是 
Fi 每 列 平均 被 点 坐位 数 ， 
B | | B 
《=)( 每 列 平均 被 占 坐位 数 ) (10) 


我 们 考虑 一 个 具体 的 列 ，y。 行 xty， xa s 
x。 与 第 y 列 交叉 处 的 仍 位 什么 时 候 是 被 占 的 ? 换 名 
i, HABENT (X— 2,40 (X- 4,4) 
OQ 2:4)? 而 这 个 问题 又 等 于 是 ，“ 什 么 时 
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Eoy 不 属于 .x;.4， 且 不 属于 xia c0. BAF 
x44? 7 
ERA) FUR HE EOS Vx e Zeb Rh 选 法 能 (Ex, A 
Roy. AFR En x nd TUS 前 my] HAR im 
tk, Rx, gn- mPa. ARS». Alt 
MTT, BeBe Ex, Ap, RYEx.A, ew 
BEX. AH, Xi. May tU, KHIR PRAY 
(1—my. | 
所 以 对 每 个 列 y， 有 人 一 my Tus S6 (10 
成 | | 
"(n — my, | (11) 
合并 (9) 与 (11) 得 o 
CBRE IRD en - my, 
Br 


4545 Y 3g t SA SEE nO - y 
== 一 i 3 
"(1 z? 
3E ED ERE MÆ, 存在 Å- 个 Mig “ay "^s 
xs 的 选 法 使 得 (7) 充 其 量具 有 nO - 1/4) THR, 
对 于 这 个 选 法 x:4U s AU UZ ABD LA 
EN 
n-n(i ; ) 
"ux, WES. 
Bait ul B mu E Sie A SR, (Hd 
114 


和 你 车 仔 绝 研 究 一 恤 就 会 发 更 这 不 过 就 是 尔 点 乱 滴 观 
象 与 付 比 尼 、 狭 里 克 雷 二 厌 理 的 结合 罢了 。 

在 信息 论 ， 几 何 学 等 不 同 领域 里 ”用 类似 的 ， 
不 过 更 复杂 一 些 的 道理 已 经 得 到 一 些 成 果 。1943 年 
C.E, 申 农 创立 了 关于 信息 及 其 在 噪声 信道 中 以 适 
“RELA ORL, PAM WR SH 
JE. KREKBGRARCAR, HRT BLY 
X HA US LSE Og Be fin AENA 
NETH, REWRRPA CHARI 
WARAKT RE. SELAT PRERE, 
有 将 的 代码 的 方法 ， 数 学 家 已 经 奋斗 了 三 十 年 了 。 
(ERO, 2.373.) . i | 


5. 通 向 未 知 的 路 ERAT LETT 
来 说 明 狄 里 克 雷 原理 和 付 比 必 原 再 的 ， 但 是 却 传达 
了 关于 数学 方面 的 更 莹 裔 得 多 的 一 条 真理 ， 回 答 一 
个 问题 记得 到 的 报 柑 往 往 却 是 受到 更 多 的 新 问题 的 
挑战 ,数学 的 未 知 接 界 扩张 之 快 , 绝 非 探索 者 仍 赶 所 
能 及 ， 在 数学 的 空间 中 有 许 许多 多 谜 的 银河 ， 这 些 
让 就 像 望远镜 里 看 到 的 最 澳 译 的 星星 一 样 地 今 人 因 
SAE. TET EHUB ONHNED, EAR 
TER AEDRUSS ILI ERNE. 

”这 儿 有 一 些 间 题 ， 都 是 立刻 从 上 而 两 个 定理 可 
以 引申 出 来 的 ， 
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定理 3 所 说 的 阵列 中 每 个 记号 只 nmm, m 
在 可 以 问 ， 

ME PBS AIL m En 

MRE MES AMS Be 最 多 出 现 三 次 
n. 

如 果 每 个 记号 只 出 现 # 次 昵 ? 

定理 4 谈 的 是 拉 于 方 ， 考 虑 的 是 3 行 中 前 m 列 ， 
mah, RRM RSS ^, 定理 4 又 将 如 何 扒 
B 

REPERE, SERENA 
FEH. 

读者 还 可 以 所 出 更 多 的 问题 来 ， 

使 数学 家 的 思想 永保 肖 春 ， 使 数学 家 富 于 探险 
精神 ， 使 数学 家 永远 想到 人 类 肉眼 和 思想 所 未 曾 探 
索 过 的 世界 去 六 游 ， 办 法 就 是 BE 出 问题 ， 回 AY Fl 
题 、 而 在 装着 有 用 工具 的 背包 中 一 定 有 两 件 宝贝 工 
具 -一 狭 里 克 雷 原理 和 付 比 尼 原 还 。 — 


练习 


E 315]5553/ 3:5 3 T 5 f8 185. 
Lcd XG(k J BEATE ISH 3-0 HI dE, 
(b)4e (0) 15 35 b log, SUR, 43 Bae ty? 
2 (o) E ES PTA FAIRE BH 
1i8 


PRAM AN. RAP RH niini- 
间 ， | 
(b)ik AE ACHR TIE n FIRES 


l l "hu 1 i l Š Ep i. 
igt" ty 与 于 + 1 


之 问 。 | 
3. 微 积分 学 证 明了 曲线 Y 一 一 Ts xi bs 
Mx 1| x= 8$ i $08 Log, n (8 28). 


(a)Je Fed 


1.) 1 
dora. 
D' UU 


R3 xm: 5 en abun do, Hea 
rides yhoo 7 
Treat ty. 


(5) i | EE A ae A 


| log," < 
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i,! T - 
Ltg tg t ty lt log. 


(c) PAM, BA - 
1,1,..,1 


iul. 
C (dim. E on 很 大 时 ，[d(1)+ 2(2) + 
d(n)3/n 5 log o> yt 35 3E T. | 

85334455 5 X TM Ex E 8, 

4, E EEZAE EU EE EATUR ARAR LE 
Wags, Wik, eK AGAS ESGE Ao4EACIN A £ UE 
IZAERARA RLZWHR-RSR AO P= RBA 
£3 i i RAW T. 

5. 假定 一 个 球 的 表 西 被 分 割 成 若干 个 3 边 形 区 
wm, FRE ERAD TAA KRG), MU 
REARS RRELARB AC, GS 
FLED FRESH AsRie qx XERe)XxE NL mA. E 
T: ASSUMP HTP A BABA RA 
ABU AE), | 

练习 6 至 10 是 关于 定理 3 的 题 ， 

6. ABFE EFS RAR EM TA nxn 
E, EnD MEA 一 个 RRRS RS 
EARS. | 

7。 举 出 一 个 3X3 方 阵 的 全 于 来 ， 这 个 方 阵 中 
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ELIE EES LILA, RUBS 横 蕉 集合 都 有 重 
AA. | 

38， 令 # 之 4， 考 建 年 个 符号 至 多 出 现 3 次 的 一 个 
各 X 1 方 阵 。 试 证 存在 一 个 模 巷 集合 ,至 少 售 有 "一 1 
个 不 同 的 符号 。 ， 

3 ,等 Rh 方 阵 是 一 个 fH 方 阵 ， 其 中 1， Gs tty 
Ri — A AR RMR, RERA TRAE, 
它 至 少 有 ff 一 1 个 相关 数 ? 了 {参见 [61,) 59/0, 

10. 考 旋 一 个 所 EBERT. A SUR S ids 
RPAH EY? (FALE): | 

| BAW RPAAT RH, 5 
11. (a) MEAT AA 
X~ (SUSU Ss) K- Si) 00€ ~ Sa) 
PG 75). 
(b) BEEF A 

XES N SD $3) {x~ 7$8,30f&- Sa) 

U(X- Ss. 

12. | Á— Ax Cam p" x 理 4 还 成 主 
2.2 E | 
13, (LRL EB ACTA. RA, 
Rr Ho 5 SE PUR AES) P AR A PI, 

14. (I, 384. jouw 4E, mg 8X1 
«m«n&l«g«nggdkdk, 试 证 有 8& 行 能 使 它们 
Ham Fl da Ra mg hh REY AML - m/e) 个 
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in £f. 

15. (E, 384.) 41304844, Emi —n/2, $A 
为 屿 个 至 的 全 合 。 斌 证 存在 两 个 元 X x1 和 xs， È. 
m | 

(a) xy AUx.AS Y 4 G/4)n4 248, 

(6) x, ANL AES RUDINA E 

16, (a) m EAM HER P, Kak, 2. s, 
n d 了 所 有 可 能 的 x1， Xis tU, XQQ 会 不 会 在 
MELE es xi. cc. XA p 3? | 

(b) uEHp,p ih PR PRA Re, EAE 
Reet: SAR. Kim AMS AK 
多 于 | 

5(1—(1-1/a)'). 
这 爱 定 理 4 的 一 个 改进 。 

17. (5,25 53] 165, ) 

(a) 证 明 8 阶 拉丁 方 中 有 两 信行 ， 它 的 前 4 列 E. 
YRS a ER, | 

(b) dH XGpu&—48€MERTI, FE AST 
853147] ARE BPS AER? 

18. (a) HR t= 8, mols q= 4 d ik gd 

(b) iE X e iE zT | | 

19; GEAR D SERE AGAS MA. RANT 
4 的 一 个 直观 方法 ,) 设 四 一 鞭 干 路面， 面积 为 一 个 
PEG See, QR. 8.08 3 89 I FL. 
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每 个 两 点 打 温 平方 单位 的 面积 。( 打 温 部 分 本 各 
一 样 但 形状 不 必 一 样 。 为 方便 起 见 我 们 可 以 把 雨点 
DEUS P REP MEET T E AE M 
不 把 打 在 边界 上 的 雨滴 算 在 内 dE RAT mE 
就 是 完全 落 在 人 行道 路 面 上 的 了 ， 

第 一 个 两 点 落下 以 后 路 面 有 1/g 个 平方 单位 的 
地 面 被 打 湿 了 ， 剩 下 1 一 1/g 个 平方 单位 的 路 面 是 干 
的 。 | | i 

(a) LED BAAASTAG AH AREN 
为 平均 有 (1 一 1/9)* 平 方 单 性 路 面 症 干 的 ? 

(b) 性 意 的 第 三 冰 雨 泣 落 下 以 后 为 什么 你 会 认 
为 平均 有 (1~ 1/4)* 平 方 学习 路 面 是 干 的 ? 

(c) MH ZEB EET 8 以 后 平均 说 
&1-(ü-1/0 EX EERHLBET? 

(d) 为 什么 必定 有 9 个 雨点 的 Mf, T 
路 面 的 1 -Ci-I/q) tak EAE? 

其 余 的 练习 是 两 个 原理 的 进一步 说 明 。 

20, (SFL ERP HAM), 对 积分 


[pem 
进行 估 值 ， | l 004 
21, (a) S R27 AE, RE 26 fe, M 
5| 98 4-3 45 d E HE. 
(b) Be OTP HR, TEA A AD Hy Bre 265 
bef 


22, (Gà MEM 8| 522138 i 65 BE, ) 

(a) 证 明 ; HAMHL REMAN, RHI 
te 107 — 107, | 

(#8) 证明: E- iE eRe, HMA IQ" 
- 1l. ， | | 
(c) 为 什么 (5) 中 最小 的 e 小 于 413 
顺便 补 一 自 ， 这 个 最 小 的 e 和 1/41 的 十 进 小 数 展 开 
式 .的 性 环节 的 长 度 是 一 样 的 。 

23， 令 1 为 正 束 数 ， 

Ca) ER: 存在 8 个 部 不 大 于 2n 的 正 整 数 ， 使 
得 它 们 中 的 任何 一 个 都 不 能 吾 除 中 外 任何 一 分数， 
《这 个 练习 用 不 到 计 论 过 的 储 何 原理 。) 

(b) GEA, te Rt IALER 都 小 FAST 
2n, HAEMPRAAPR, APARRA 
个 . + 

24. Seta et tae Ft tere tag X doe 
LAE REMAS RR, LEAS KE, 

(a) 证 明 ， 存 在 一 个 狠 + 使 得 | rl[<te,/et, 

(b) 证明， 存在 一 个 报 r 合 得 |r) 之 |a1/n|. 

(c) EA: 疮 在 一 个 报 r 使 得 |r| 硅 心 Ta |. 

(d) £3], BA —A3Er IR In Mo, 

25, FRR, Fa 个 城市 之 闻 有 
-purih E, 两 条 这 祥 的 路 只 相 接 于 一 个 城 
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市 ， 著 要 充盈 ， 就 恬 一 小 天 桥 ， 

(a) 证 明 ， 有 一 个 城市 ， KEM LEY A 
(n—1)/24 3 gu X d. 

(b) 证 明 有 一 个 城市 ， 向 它 那 里 至 少 有 
mn- FF Qwik, 

26, RM EPR x49 gg 1dR B4 区 e 4 
RA wR A p 920 38 Te. 假定 任意 有 限 多 个 这 
fEGDAARpGAERGROESM AG. BIG AG 
£x WO AE, ss]. dH kee Rap A ZS 
SESAME. RATOAWFHRAREEA, 

27 , 【给 学 过 曲率 半径 的 人 做 .) 长 度 为 工 的 一 
RW RAMA ARMA, (CARA P de RAE 
SHRRAEARHELRS AR RAMA, UARRA È 
区 域 。) 假 设 在 这 条 曲线 的 每 一 点 定义 了 曲 这 半径 ， 
朋 此 半径 港 曲线 HR, 证明: 这 曲线 上 有 一 
Rs och O4 xXL/2z. 

28, d HC EB OD RT ORS SHRI, 
DX USC. Auncn/Z. Amit HRP BAR 
垫 。 证 明 ， 能 款 把 饼 旋转 到 一 个 前 位 置 ， 使 得 与 诛 
RHE RC Be p DX CA AE ip m/2. 所 谓 AEE” X 
3 883 RO — POE ALES RRA AR, ETRA 
jk gE pEGUAORLUIS), p.248, ÆT: 
$A $5 215, | 

29, SEO RX, XTidi,2, 0,7454 
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-AAR SE Sc, TERA: Ge HoSveT 列 BOY E 
du ARES. (CT pp 573-8744 TAR 
UM 
， 这 里 有 一 个 多年 前 口头 传播 的 问题 。 当 时 

ku, HHLAGAMA, GUT EIN 
Kh, CHMMA DLA RRS EH. ARA AT 
子 从 地 板 上 笑 出 来 了 ， 其 中 一 颗 在 西南 前 。 体 有 到 
之 不 尽 的 各 种 大 小 的 矩形 地 义 ， 不消 说 你 是 想 尽 可 
je ee ZEA, APR RH. HA. He 
Sse PAT, Hk, AMANHSHA DAR 
—S4rR. RE, HERP SH TAJ- mEt 
B. ARSTERAE PRI 

BER AE, Mik, SM x neon d, 
Bp, wR FERE VA Te, ikcAGL 
BARRA? 撞 个 说 法 ， 地 板 的 任 一 给 定位 置 能 否 被 
RE? 如 果 有 这 种 可 能 性 ， 付 比 尼 原 理 和 狄 里 
克 雷 原理 就 可 以 把 问题 解决 了 。. 我 要 证 读者 看 看 上 
面前 提示 是 不 是 会 得 出 什么 结果 。 我 想 会 的 ， 不 过 
BARBER RHEE 000 

at we ED dg uA 

3. Fete d= OFT 3c € BI29PT ae AR AY 4854-38 
T. 

4, SRI=| 交 于 一 个 顶点 的 区 域 的 平均 数 。 那 
么 证 明 就 和 定理 ?类似 了 。 
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an 


5. A^ EABSABCIADUEEKA-SS A. RES 


E29 
BU, d 4 4B, BBB, AAC 3X, EREA? 
DIE, ESAME, RENAE EH 


& 8. 
5， 证明 关 位于 定理 3 的 征明 ， 旨 有 玉 点 细节 不 


Fl, 

8. E5 PISA KM, eR FS MAR 
fa o du. 

9, Ré nik, ERA 出 一 个 方 阵 来 ， 
其 中 没有 一 个 横 巷 集合 有 "个 相 并 数 ， 

10, *XBj, 7539 (1— 1i/e)ne0,63", CEJ, 

12, HH RS, ARideemrd*ma E, KE 
重新 正明 。 | 
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13, RAYE. 
14, 5 E48) ES RE, 
15  (a)i&kit A m—n/2, q—28 $$ EA, T 
以 发 4 对 应 于 前 8A2 列 。 
(5) ix füT(a), 
18, (a) dtr Az 833125] p HRD EAC 
indt d. 
(b)ito WASSER GGG T. 
20。 首先 交 撞 积分 顺序 { 付 比 尼 原 理 ). 
91. fay M26e—-P RAM, PRT aT A? 
KS RO md Rs. 
(55 0 (a) 03 5j APR, 
22。 与 十 进展 式 的 关系 在 大 多 数 数论 书 中 都 有 
讨论 。 自 己 努 力 去 证 一 下 ， 不 难 。 O 
23. PER: Fea oP aE 20a RK, x 
Laži XX, RAR, 
24, Aktia AKA? 全 部 报 之 和 与 
a, LAMKA? | 
96. ERM RAS AARE hb FS: Ciba 
Cas UE IS B Ae oO RRC, MERAH 
限 子 图 。 这 种 图 有 无 限 多 个 。 由 于 只 有 RMS, 
所 以 有 一 种 颜色 要 在 过 无 限 多 小 图 中 用 来 给 CI 涂 
&. 3LBEIE AH SR ACL 从 这 以 后 AZ EMP 
有 限 图 。 其 中 有 无 穷 多 个 (有限 ) 图 ， 在 那里 面 区 域 
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CAAMA MRE, RAMA CL, RRR 
FH, 
27, BURRARHPEEGRD, 


S 7 m 


1. N. Abramson, Information Theory 
and Coding, McGraw Hill, New York,1963. 
(See pp,169—173, etc, ,where the principle 
of randomness ts discussed, ) 

2. L. D, Baumert, et al,, A combinat- 
orial packing problem. Computers in Alg- 
ebra and Number Theory, SIAM/AMS Pr- 
oceedings, 4(1971).(T his uses the Fobin! 
and Dirichlet principles to establish the 
existence of large packings by 2-by-2 squ- 
ares on the surface of a torus, see p,99,) 

3, C. A, Rogers, A note on covering- 
s, Mathematika, 4(1957)1-6, (This uses t 
he Fubini and Dirichlet principles to est- 


生 
ablish the existence of thin coverings of 


space by spheres, ) 


4, 
al methods in the study oi the geometry 


» probabilistic and combinatoti- 
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of Euclidean spaces, Proc, Int, Cong, M- 
ath, Vancouver, B, C, , 1974, coi, 1,457- 
500, (A sketch of the method used in [32,) 

5, 29. K, Stein, Mathematics,the Man- 
made Universe, Freeman, San Francisco, 
1978, (Exercises 44-56; pp, 269-270, prese- 
nt various applications of the pigeonho- 
ie principle, This is an elementary text.} 

G, vern Traansversals of Latin squares 
and their generalizations, Pacific J, Maths 
59(1975)567-575, (This is related to Theor- 
em3,) 

7. ——, Two combinatorial coverin 
theorems, f}. Combinatorial Theory ,16(1974) 
301-397, (Some generalizations of Theorem 
da ) 

8, ——, The symmetry function in a 
convex body, ,Pacifie J, Math, .6(1956)143- 
148, ( This uses the Fubini and Dirichle’ 
principles to establish the existence of à 
large symmetric set in any convex set, ) 

9, H, 5, Stone, Discrete Mathematical 


Structures and Their Applications, Scien- 
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ce Research Associates, Chicago, 1973, 
(See pp. 118-119 for the use of the Fubini 
principle in a group-theoretic counting d- 


evice, Burnside’s theorem, ) 


Ah. WX 


及 。 洪 斯 由 格 尔 


1. 埃 夫 伦 股子 ”在 《科学 美国 人 》1970 年 12 月 
号 上 ， 马 本 ,期 德 纳 在 他 所 主持 的 “ 数 学 游戏 ? 专 
栏 里 介绍 了 四 颗 不 寻常 的 骤 子 ， 这 禹 骨 子 基 斯 坦 福 
大 学 统计 学 家 布 拉 德 雷 ，。 埃 夫 伦 的 发 更， 这 四 林山 
FAs B, C, DERFEL FRR H a 
绍 的 规则 来 玩 这 副 骨 子 ， 你 拿 一 颗 最 子 ， 我 拿 史 一 
B RNSARACSHORT, HRN RMAL X 
KK. 

MRRP ASHRL, BRABM ABA 些 的 
概率 是 2/3; 


亏 的 次 数 4 的 4 肚 8 的 3 
FY ALAIN ORF BENS 。 

癌 理 ， 召 的 点 数 比 C 的 点 数 大 的 概率 也 是 273i 
与 的 次 数 如 的 3 胜 C 的 2， 


3 
二 的 次 数 8 的 3 负 于 C 的 6。 
imc x Uh RABE UE Ds 
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和 的 次 数 C 的 6 点 取胜 ， 


余下 的 次 数 的 一 半 C 的 2 点 胜 吃 的 1 点 ， 
因此 总 共 1/3 十 1/2(2/3) =2/3 的 次 数 C 获 胜 ， 


Bit, PAB, | 
ABl, ANI UMA REE B ATH 
B 与 C 比 ，B 胜 的 次 数 可 能 是 C 的 两 信 ; 
C 与 万 比 ，C 胜 的 次 数 可 能 是 妃 的 两 倍 ， 
让 样 一 来 ， 你 会 推测 4 胜 万 的 情 痪 ， 你 可 能 认为 DD 
朋 4 的 概率 理所当然 的 是 (it/3):=1727， 然 而 ， 当 
13fÍ 


我 们 实际 去 算 后 ， 使 人 大 为 惊奇 ， 它 竞 是 2/31 
六 的 次 数 刀 的 5 点 取胜 ， | 


AC FI EMI UATE A Oy 


总 起 来 是 172+ 0/32 (1/2) = 2/3] KAD. 
BADER BS Adis, Hix ECT HU 
是 非 可 递 的 。 BIRTH “BTR”, OW 
FARRER. | 
Sl AB 322 RAS PE RD EET. ER 
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副 届 子 里 每 对 散 子 可 能 有 两 个 连结 方式 《比如 我 们 
REP, Rr Bea et: (4, B) > 

(B, C) 等 等 ) 在 组 配 以 GROG RR RS. 
这 就 把 这 副 仇 子 芍 一 对 对 山子 的 常数 相对 概率 从 
2/37 24/36] s) 8]22/ 34, 


2.0 d; — OX SDRGERUEAEDNEEGE, £835 

的 人 一 半死 去 ,一 半 自 愈 ,为 了 制止 疾病 蔓延 制订 了 

应 急 计 划 , 迅速 地 生产 了 两 种 血清 4 和 8B， 你 可 以 料 
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想得到 ,几乎 没有 时 间 对 这 两 种 新 血清 进行 试验 ，3 
位 注射 过 血清 4 的 病人 都 好 了 ,8 个 注射 血清 8 的 病 - 
MATER. SORE, BBA: S W 
被 传染 了 ! ”如 果 你 不 接受 治疗 ， 你 活 的 可 能 性 是 
50 对 50。 筷 是 这 两 种 血清 效果 却 优 于 这 种 情 沉 。 于 
是 在 手头 证 据 尚 不 充足 可 车 的 情况 下 ， 你 愿意 用 负 
种 血清 ? | 

虽然 在 这 个 例子 中 的 数目 都 非常 小 ， 但 这 种 性 
质 的 问题 却 是 统计 学 家 最 关心 的 问题 之 一 。3 例 中 
有 百分之百 成 功 ，8 例 中 有 7 例 成 其 ， 这 二 者 如 何 能 
EER? 尽管 八 分 之 七 是 更 大 的 样本 上 的 相当 不 错 
的 出 率 了 ， 可 是 百分之百 的 记录 使 人 心里 觉得 多 安 
稳 啊 ! 在 这 类 事情 上 除了 述 诸 直觉 外 看 来 别 无 良 
法 。 不 过 有 一 个 很 巧妙 的 轧 dd. BDOSDGE 的 “虚假 
设 ” 使 我 们 可 能 对 分 析 情 况 进 行 测度 ， 从 而 对 这 种 
例子 的 情 六 作出 明确 的 取 合 . 

血清 4 狂 无 诊 也 无 实时 接受 血清 的 3 例 都 痊 A 
的 可 能 性 有 多 大 ? 由 于 未 接受 治疗 的 病人 有 50 比 50 
的 痉 僵 的 机 会 ， 不 难看 出 这 个 概率 是 

1 1 I I 


-— a — RE 


2 2 2 8° 
X, MAMA, SP ATR ARS NE 


iE AE 
$ - 
G-d-920)44 
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(里 的 因子 8 才 示 有 8 种 不 同 可 能 的 受害 者 ， AL 


pipe wk, poteit A THER a A 
无 效果 的 可 能 性 是 血清 3 无 效果 的 可 能 性 ifi. 
所 此 显然 应 选用 血清 中 。 


LEHR {REF AT P 1976/E 38 42 + 
488] 3B RAG FEI EES RT FAHM 

在 校对 一 份 手稿 时 人 发现 a 个 错误 ，B 发 现 1 个 错误 ， 

Job ERG ARR. TRA NS Di 

Te? 
AISA RNA ER, WHR BAY 
是 任意 数 。 他 们 发 更 的 应 校正 之 处 与 他 们 没有 发 现 
HEREZA ARA? 当 热 不 可 否认 未 检查 出 
的 错误 的 数目 可 能 是 任意 数 。 诚 然 在 他 们 的 成 绩 与 
扇 点 之 间 并 无 数学 上 确定 的 联系 ， 然 而 这 雪 事 物 的 
兢 象 是 同一 个 银币 的 不 同 两 面 ， 这 种 情况 会 使 我 们 
cd E MHA? 事实 上 我 们 通常 的 处 境 
是 可 以 有 利 一 些 的 。 

假设 手稿 上 的 错误 总 共有 za 个 。 发 Ret 错误 
时 4 就 表明 他 的 效率 达到 了 am 的 水 平 ， 但 是 4 还 
发 现 了 B 注 意 到 的 5 个 错误 之 中 的 c 个 错误 ， 于 是 第 
二 个 数 c/8 又 表现 了 他 的 效率 是 什么 水 平 。 虽然 我 
们 人 人 都 是 不 稳定 的 ， 但 是 如 果 假设 4 工作 时 前 居 
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一 呐 稳 定 也 不 算是 睹 说 。 所 以 我 们 对 4 的 评价 蔷 
定 了 我 们 对 方程 


a e 


SF 一 一 一 


m b 
及 其 引出 的 结论 的 相信 和 程度。 如 果 大 们 都 很 自觉 尽 
HA, SX LF 


RRA, BOAR MRS A 
=msarbto~—a~b+e 
-, ab —ac mbete" (a c) bre) 
c Nu € , 
iu Bre RE S TER BK. 
350-200, b:5220, ce=175 时 。 我 们 算出 


(ame)(b-c)_ 2b» 1 e 4 
c 115 , 


由 此 可 知 校对 大约 狂 了 7 处 链 误 。 


LRE ”琼斯 完 生 带 着 20 匡 元 在 拉 斯 上 书 加 斯 
财 城 去 赌 轮 盘 赔 ，. 他 想 周到 翻 一 番 时 或 者 财 到 输 光 
MATET., EERME FA NGA, 
AB, WARP ERU RRR. 

(i) ROR TARE EL, BA PRA 
FEB 3x Jc 4e LE RID Rs 

(i 每 次 押 1 美 元 ， 一 二 周到 有 40 羡 元 为止 或 
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p 


者 赌 到 输 光 为 止 。 
请 河 且 种 赌博 战术 好 些 ? 

轮 盘 上 除了 有 1 至 36 个 数 外 还 有 0 和 双 零 和 0，38 
个 数 中 有 18 个 是 黑色 有 18 个 是 红色 ， 而 4 和 00 既 不 
灌 也 不 红 ， 也 不 算 成 奇 也 不 RE. BErELORXDOOE 
贿 场 老板 处 于 有 利 地 位 ， 赌 “平分 ”的 人 启 钱 的 概 
宁 和 实际 上 只 有 18738 而 不 是 1/2， TREE BAL RE 
按 拥 赌 的 人 说 了 时 他 给 赢家 观 倍 赌 注 的 规则 付 钱 。 
所 以 照 第 一 种 策略 周二 , 即 一 次 押 上 20 美 元 ,周亮 的 
概率 是 18/38， 约 百 分 之 林 .4， 

经 过 一 融和 分 析 可 以 扒 导 出 按 第 二 种 策略 押 北 时 
BRE I A AE 


我 们 关心 的 不 是 如 何 推导 出 这 个 式 子 ， 币 是 关心 它 
Ka (ATER HM 利克 , 莫 
斯 特 勒 写 的 迷人 的 书 Y PERS 009] 第 54 丙 以 
后 各 页 至 于 这 问题 中 内 现 的 差分 方程 的 解法 ， 则 
mam x DURS REM (35 4 JT 
程 人 第 三 章 ， 特 别 是 第 134 页 以 下 各 页 ) 。 这 个 数 
EMIRA Juil] RAZ, -KRAMAR 
率 是 4 秒 多 ， 由 此 可 见 你 赌 得 越久 ， 摇 赌 的 老板 就 
越 高 兴 ， ots 
83? 


SRR BRAM TUBES dH sehr Foe 
AMER IER, TRA ARO is 
FT TH TA Hif TT A, 
BUEN], PRLS TD — BIKIES 5 OK 1S SHE 
Ree Re 你 可 能 以 为 是 17? 左 右 。， EHA 
fi, MARAE CHORE R 那 一 南 


BT RC XE 
eae 


FAO 0796) . 

我 们 现在 关心 的 是 相信 前 三 元 组 在 我 们 迪 列 中 
出 更 的 情况 。 这 种 三 元 组 网 数 上 月 是 无 止境 的 ; 他 们 
HEME (1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, A, 5) 
等 位 置 上 。 但 三 元 组 的 类 型 内 有 八 种 CHHHy 
HHT, ATH, THA, HTT, THT, ITH, 
PTT) 。 如 果 我 们 集中 注意 于 订 列 中 的 任意 一 个 特 
别 的 三 元 组 。 比 如 说 《5，8，7) 、， 那 必 这 个 三 元 
组 正好 是 8 个 中 欧 指 定 的 X —TiB CMA AT) 
的 概率 是 1/8，。 在 这 一 点 上 3 个 可 能 的 三 元 组 都 是 等 
Bri. MSAFE RK Ss BS ma CHER 
(i) 2» 3) , BE (2, 3 D, BBO, 4 5) 
—HÁAKUUE TX. WA BANS HT Bh. — cuf 
TTA MBE LT HT Z Bii nr Se VER AA i 出 
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MATATZ RAM REARS, THHYEH ATS 
eH AT Za E 2 BO. ATT, 

TTH, TTTH RARI RET, ATTIRE 其 它 
BS “PS CARER S4py BE PEAT. SS eR IR 


有 许多 ， 
RIKER RRA MAR. AAR 
AFR H 


THA HHT Ha eS SERE SETHEHYEHHT Z 后 
Hy LES Fy RETE RI DX. 
BAK, RRBRMA RRA, ATH, 

RITT, BES RH HGPAÁSBIE s 

HH eee, 

BRAMAN TO ARR HTZ BET: 
ATRATHH, VAR -TE BE—TI-—HX, 
AR T—THHT, 

HEREA H RIP RR RUSE H H HTA 

PER SOR A RB RET H HDZOBU. BEE 3d 

RRR. GO ATER 

eren ZYX HHT... 

中 要 出 现 的 两 个 三 元 组 的 第 一 人 个， 如 果 暴 车 前 揭 位 

BLOAT M. MARR N B IL XX 

XHH=THH, BBBTHHRAAT. WRF 

BT, WX H, WARDA . 

“Let Y H H HI, 


dU BUTERH BR TTIORY JET TH HAEH HT 
c Hg, SES EOS TORAET HH 五 先 出 现 ， 所 有 的 先行 
元 素 都 应 是 五 .不 过 在 我 们 这 里 的 三 种 开头 一 五 工 ， 
了 五 ，7T 一 的 每 一 种 中 出 现 的 一 个 ， 就 使 这 种 情 

MARA RAT. Fo 的 1/4 是 以 五 五 开 
头 ， 其 中 3/4 由 五 ?。 工 五 ，7T 之 一 开头 ,我 们 的 
Hiei, H HTELA 候 居 STARA ZA 

有 374 前 时 候 居于 三 ACR. OR SEE 明 我 们 所 
出 的 性 质 是 正确 的 ， 

但 是 很 可 能 你 会 还 急 我 们 没有 洲 虑 一 个 序列 不 
产生 三 元 组 工 五 百 与 百 万 了 的 任何 一 个 的 可 能 性 。 
这 种 可 能 性 的 确 是 有 的 ， 其 至 会 有 无 穷 多 个 这 种 序 
Jj. AMSA, PAARA 元 组 的 
序列 集合 5S 只 是 序 狮 总 体 中 的 一 个 无 限 小 的 部 分 ， 
因此 描 它 包含 在 如 与 了 的 序列 的 任 一 无 限 集合 中 或 
将 其 排斥 在 和 外， 部 不 影响 集合 的 “测度 ”( 即 5 是 济 
度 为 零 的 集合 ) 。 在 以 下 的 讨论 中 我 们 将 会 明白 这 
一 点 .在 证 明 我 们 的 第 一 个 结论 (中 TT 如 在 THI 之 
完 的 可 能 是 TT 不在 TT 之 前 前 可 能 的 两 偿 ) 正 
确 时 ， 不 必 排 除 不 确定 序列 的 可 能 性 我 们 就 可 以 在 
到 TT 万 在 THT 之 前 的 概 束 是 2/3, 相 反 顺 序 邮 现 的 
概率 是 1/3。 所 以 二 者 之 一 出 现在 另 一 之 前 的 概率 
是 3/3 十 1/3 二 1， 这 意味 着 不 确定 的 概率 是 0 

4 ARREUITH IAN FP APTT A ET AT 
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前 出 现 的 概 XX. ALR OB, C, DAR We REL 
THAT A AF SSIES. BM 
注意 到 ， 这 些 概率 同样 考虑 了 确定 序列 与 不 确定 序 
A, MAURY 就 是 用 二 或 了 来 延长 我 们 
的 序列 ， 查 出 的 三 元 组 列 在 下 面 的 家 中 ， 训 果 第 一 
个 三 元 组 解决 不 了 手头 的 问题 ， 那 么 就 把 第 一 次 扩 
钱币 的 结果 忘掉 不 管 算 了 ， 因 为 只 有 挪 出 的 后 两 个 
结果 才 对 构成 序 询 中 的 下 一 个 三 元 组 有 作用 。 考 虚 
后 两 个 结果 (位 置 |，3 上 )， 我 们 恒 能 够 确定 每 次 延 
伍 序 列 时 TTH 位 在 THT 之 前 的 概率 。 得 出 的 结果 
»H T EXC. 

Uy UNA BLA Ag 出 现 一 个 
了 7， 可 能 性 是 完全 一 样 大 ， 所 以 每 个 许 长 的 方式 出 
现 的 概率 都 是 1/2， 例 如 希望 XR MPO PEE 
(TITHi3kT HTzÓE) RERE RUA, KIT 
F, TEGA, FJ] RITA EH, H 
此 得 瑟 的 概率 为 1， 另 外 一 半 的 次 数 ， 序 列 为 TTT ， 
HSE RR A CARR EEE 以 此 概 
率 出 现 ) 。 由 此 得 方程 


apts 
5 5 iS FRR. MTA 
程 我 们 得 出 


NTTT—A 


| /THH=D 
B. THE 
THT—0 
TH. 
pote 
NHTT—4 
,HHIH-D 
MH HT—C 


Ay y Aant ted, d-i 


) B-3 D4«0, D-2B, 


€, HT V C-B Je A,3C- ABy 


D: HH ) D-3-D*1-C,D-C, 


RTT, TH, HT, HH xum EEG m f d 
A ARE. ILLES 
E CHTTHERTHTZIÉNSBMSCE 
|] I | 1 


-x(i)-3- 
BARRA DRHTAT SR TIT A? m S 
: 率 是 1/s， 这 说 明 我 们 提出 的 第 一 个 结论 是 正确 欧 。 
关于 第 三 个 结论 的 正确 性 ， 留 给 读者 证 明 以 资 练 
ds 
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6. 最 大 数 ”在 这 最 后 一 段 里 我 们 考 典 两 个 形 影 
外 中 的 问题 ， 这 两 个 问题 很 出 各 。 在 莫 斯 特勤 的 
《概率 论 难 题 50 则 中 礼 讨论 了 这 两 个 问题 . 

(a) 假设 在 十 亿 张 维 条 上 写 上 十 亿 个 不 F H3 
数 ， 然 后 把 级 条 混合 在 一 起 放 在 一 硕 ( 大 ) 帽 子 中 . 
iat BUE RI RAR KERRAK RAE RE 
是 找 出 写 有 最 大 数 的 那 张 纸 条 。 关 于 那些 数字 的 情 
况 只 给 你 说 了 它们 是 不 同 欧 数 ， 但 是 关于 它们 前 大 
小 你 却 一 无 所 知 ， 所 以 取出 的 一 些 数 一 点 出没 有 瞳 
示 待 取 各 数 的 情况 ， 难 就 难 在 你 必须 一 镍 出 纸 条 就 
立即 宣布 你 找 科 了 最 大 的 那个 数 ， 一旦 取出 一 张 纸 
条 ， 你 就 再 也 不 准 说 前 一 张 纹 条 上 有 最 大 数 《 要 不 
然 你 挑选 之 前 只 需 把 所 有 纸 条 浏览 一 人 遍 就 行 了 ) ， 

RIAL, BREESE AER T. WPIA 
AO HIE. HRA PARTE EE, FA ok SUE 
务 的 概率 比 1/3 还 大 . 

为 了 好 分 析 情 癌 我 们 假定 帽子 E HA nSE SUR. 
抽取 纸 条 就 等 于 把 纸 条 排 了 顺序 ， 所 求 最 大 数 革 位 
于 第 ;个 位 置 的 概率 至 少 也 是 1 n. REISI, 2, 
en, PADRE BIKER, PRR RS 
pil /n, 

” RRA RS Bk PRA E A 
大 的 数 . 如 果 一 个 数 连 你 已 选 的 最 大 数 都 不 是 ,那么 
它 就 不 可 能 是 全 体 纸 条 上 的 最 大 那个 数 了 。 所 以 在 

; 43 


多 次 抽取 时 ， 挑 选 的 进行 是 自动 地 在 继续 。 依 照 英 
斯 特勤 的 办 法 ， 把 要 选 的 准 的 最 大 的 那 一 个 称 为 
4 候选 狐 ”。 只 有 在 有 候选 数 的 情况 才 需 要 真正 作 
出 决断 。 第 一 个 数 永远 是 候选 数 ， 车 不 宣布 它 是 斌 
Ki. WH ph ABERI An 的 次 数 。 
但 是 如 果 剖 是 选 第 一 个 数 ， 这 种 策略 只 有 1 /A# 的 
可 能 取胜 .前面 说 过 ”再 差 也 不 会 比 这 个 结局 更 差 
了 ,所 以 我 们 尽 可 以 心安 理 得 地 去 寻求 别 的 好 办 法 ， 
yA RM: AE ee Re OC in 
t) HAR, RAE THR PERS — 1 RK 
Br. BR, VATA Pee: 
(a) EARI DME Bib, s. 
(6) Br STI, st2, "i 一 1 上 的 数 都 不 
BA. 
REBRE AURI -AAEM Cg 
33) . 实现 (a) BECHER AA JE 1/n. PRXEANS 
东 出 现在 前 i 一 1 个 位 置 上 的 最 大 狼 . 若 对 在 头 s 个 数 
中 ， 风 抽出 ?+ 1 ，8 寺 2， 一 1 一 个 也 不 会 是 
候选 数 。 发 生 这 种 情况 的 概 窜 是 
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A ASS aT BS AE ABA ARR. F 
是 我 们 这 个 策略 在 第 ;次 抽取 时 成 功 的 概率 是 
(1/2) (s/(i—1). WF + WBE RR 
fest], st 2, y n dH E fip PIRO FERF. 
能 会 取胜 ， 所 以 用 这 项 策略 取胜 的 总 概率 是 


P EG 2p) 


RICE) 
当然 PCs) 的 值 视 s 之 选 法 而 定 ， 我 们 的 目 HRB 
说 明 存 在 一 个 s 使 得 P(s)> 178. 

HARRA Es L45-10'. ME R HR = 
$68 A = 368-10", BIA 


_ 368.10’ l 
PN- [ 368000000 一 


ol pee stans] 
368000001 999999999 


| 1 1 
= ef .了 
0,368 [ 368000000 368000001 


1 
t 7999959399 ] | 
计算 此 式 决 非 易 事 ， 不 过 我 们 更 在 关心 的 只 是 它 的 
值 而 不 是 计算 此 值 的 详细 过 程 。 我 确信 方 括号 中 和 
数 的 值 很 接近 1 《 记 住 ， 调 和 级 数 是 发 散 的 ) 所以 
idi 


P(s) 大 二 0.36， 显 然 比 上 面 要 求 的 1/3 还 大 。 

一 般 地 可 以 证 明 s 选 得 最 好 时 总 能 得 到 一 个 
Pfs)> 1/e=0.3679..，(e 是 自然 对 数 的 底 ) , 这 
个 最 佳 :很 接近 n/e。n/e 这 个 数 用 心算 就 常常 可 
以 得 到 相当 准确 的 近似 入， 足以 保证 玩 这 种 游戏 取 
胜 。 如 果 玩 的 是 一 副 普 通 的 纸牌 (比如 梅花 的 2， 
3,-,AA. FAH, 8, AA, URA 
JS MRA SASS) ， 要 记 的 数 是 3 一 19(527e 一 
19.1) 。 你 的 对 家 每 次 看 一 张 牌 ， 只 把 牌 的 背面 
亮 给 你 ， 只 保持 最 晚 一 个 候选 数 〈 牌 ) 。 为 了 按照 
这 个 步骤 进行 ， 你 丢掉 19 张 摸 上 手 的 牌 ， 选 用 这 蝇 
RES —AMEXENEE 08) (你 可 以 看 到 他 换 
牌 》， 当 然 也 可 以 不 按 景 大 数 而 按 最 小 数 来 玩 牌 ， 
事实 上 可 以 同时 《用 同一 策略 ) 玩 丽 种 。 电 子 计算 
ALR KPA RRA A. 

(b) 现在 来 考虑 密切 相关 的 另 一 个 间 EG 如 
果 人 家 告诉 你 帽子 里 纸 条 上 的 数 是 随 胃 地 从 单位 区 
BD (0，1)》 中 挑选 出 来 的 ， 请 你 从 幅 子 中 取出 最 
大 数 ， | 

在 前 面 的 问题 中 数字 的 绝对 大 小 未 起 任何 作 
用 ; 不 管 纸 条 上 的 数字 是 人 征 么 ， 重 要 的 是 它 的 相对 
天 小 ， 这 放 决 定 它 是 否 是 候选 数 。 讨 论 上 下 都 有 界 
的 4 个 数 时 情况 就 不 同 了 。 由 于 这 些 数 是 随 灿 选取 
的 ， 人 们 完全 有 理由 认为 它们 在 区 间 范 围 内 分 布 得 

= 1480 


-相当 均匀 。 盾 以 人 们 完全 想 要 一 个 很 厘 近 1 的 数 ， 
即使 它 是 第 一 次 抽出 来 的 。 不 是 僻 选 数 的 数 仍 然 不 
该 选 。 就 本 题 而 言 还 必须 考虑 候选 数 的 大 小 。 在 
100 张 钨 条 中 ， 第 95 次 抽出 的 一 个 候 选 数 一般 说 来 
是 很 有 希望 的 数 了 ， 但 车 它 是 0,2， 还 是 不 宜 胃 险 
AE. 

假设 候选 数 是 在 第 (n—r) khh. MEM 
还 有 r 次 可 以 抽 。 但 是 《0 , 1 ) 中 随机 取 一 个 数 会 
«xU RE, xx dfe oed T 
范围 内 的 概率 是 1 一 x (28 B34) 。 另 外 请 注 
登 ， 一 次 抽 狼 专 x 的 概率 与 一 次 抽 数 三 + 的 概率 是 
ADR, —iB d xS x dl ER EE 
一 样 的 . 玩 这 个 游戏 时 ,以 后 还 有 可 能 再 抽 x。 万 一 
它 在 更 远 以 后 出 现 ， 我 们 就 把 它 当 成 履 选 数 吧 。 因 
为 愈 往 后 边 它 全 有 资 神 了 ， 因 为 后 边 没 有 多 少 机 会 
再 提高 它 的 资格 了 。 要 是 最 大 数 下 碰巧 出 现 不 小 一 
次 的 话 ， 不 管 它 那 次 出 现 我 们 选 它 都 自然 会 赢 的 。 
所 以 盖 下 的 全 部 > 次 抽 数 二 x 的 概率 是 x9 也 就 是 
采用 手边 的 候选 数 x 而 赢 的 概率 ， 
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拒绝 手边 的 候选 数 x 而 采 用 下 一 个 候选 数 (不 
管 这 候选 数 如 何 ), 这 种 时 候 亮 的 概率 是 多 少 我 们 现 
在 就 来 解决 ， 当 然 这 会 衫 险 ， 因 为 很 可 能 后 而 根本 
没有 候选 数 了 。 这 叶 我 们 的 策略 成 功 的 概率 是 零 。 
然而 x 既然 是 候选 数 ， 它 也 就 是 抽 至 此 处 时 所 有 数 
中 的 最 大 数 了 ， 央 而 在 最 后 r 张 纸 条 中 若 有 候选 数 
存在 的 话 ， 记 求 的 最 大 数 下 必 在 其 中 ， 
现在 假定 在 剩 下 的 + 个 位 置 LUE 
的 数 。 但 是 纸 条 上 一 个 数 :>x 或 <x 并 不 取决 TI 
取 纸 条 的 时 间 ， 由 于 前 面 曾 假设 纸 条 记录 之 数 在 音 
位 区 间 上 均 甸 分 布 ， 所 以 一 次 抽取 之 xn ERE A 
是 1 一 x 而 一 次 抽取 <x 的 概率 始终 是 x。 现在 考 
上 嵌 ， 刹 下 r 个 位 置 上 的 某 i 个 地 方 包含 宇 * 的 数 ， 所 
d UE zx E ACER ICH JE 
(1 —x)', 
Heerik <A Ee A AR Be 
xt" 
于 是 在 最 后 中 某 特定 数目 ; 张 纸 条 有 >x 的 数 而 其 
余 的 纸 条 有 二 x 的 数 的 概率 是 
(C1—x)'x i, 
ATA ) 个 不 同方 法 区 分 之 * 的 数 的 + 个 位 置 ， 所 
以 后 + 个 位 置 的 恰好 某 :个 合 有 之 x 的 数 的 概率 是 
(ou 
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”现在 如 果 巴 知 正好 有 ;# 个 位 置 舍 有 关 * 的 数 ， 那 
么 我 们 的 策略 只 能 在 和 是 所 娩 到 的 ! 个 数 的 第 一 个 
时 才 会 赢 。 册 于 飞 在 这 ! 个 位 置 上 的 任 一 处 出 现 的 
可 能 性 都 一 祥 (X 不 可 能 是 + 一 i 个 < 的 数 ) ， 所 
以 x 处 于 这 种 领头 位 置 的 概率 只 有 1/7. BE 
下 的 r 次 抽 纸 条 时 ， 对 于 ;个 候选 数 来 说 ， 我 们 策略 
赢 的 概率 是 

Mace. 
由 于 i 可 以 取 1，2，。“…,，r 的 任何 一 个 信 ， 记 以 把 
HS (naer) 个 位 置 上 的 一 个 候选 数 x 而 采用 下 
—^ BEES T SKCT RC OS 


: l i T= ] F r= i 
P -之 二 . (0-2 "X -(1)a—9» 
e i=] | 
+3( n (1a) txr? ++ ip)a-22 . 
rex ACE PEERS. ln —r fir BE 
ho xvi RERP DEB EEXBUE E. JPRDP—xtipEE 
ARNT Ree A), BRS RH 
A SERERE SPST RA RR 处 之 f Am 
时 无 沦 用 哪个 策略 ， 我 们 取胜 的 机 会 都 是 一 梓 的 。 
例如 rs= 2 时 方程 P= 二 x** 就 基 
2(1—x)&* 4 (1 72)! mz, 
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由 此 得 x 0.0899. In EIE DX AP <x", 
Mace HAP. BRE Bn — 2_E 
B ERRES co., FAR EE PHS 


KREME, RNM H Maes 2 Ex 
0.6899, TRES IRF ee eR ALI eR 


人选 数 还 要 好 些 ， 当 x 一 0.6899 时 ， 两 种 策略 成 功 的 
前 是 是 一 样 的 。 

注意 ，z 这 个 值 是 不 依赖 于 ERE, UU 
只 依赖 手 r。 所 以 不 管 总 共 县 一 百 张 纸 条 还 基 一 百 
AKER, MEARA=Ki d Hx<0.6899RF hY 
BUF, RERNHSTRELBANH, Bm 
(RITE, BAERT 我 们 一 个 
这 个 z 至 少 可 以 指示 我 们 不 要 时 用 什么 数 (因为 尽 
管 继 续 下 去 也 许 不 是 最 好 ， 但 总 会 好 一 些 ) 。 

但 是 我 们 的 整个 分 析 又 面临 一 天 困难 ， 那 就 是 
从 方程 P=x! 求 ?时 计算 量 太 大 。 黄 斯 特勤 有 一 个 
很 好 的 近似 式 


r 


+0.8043 
挽救 了 我 们 的 方法 。 《要 了 解 上 述 近 似 式 的 推导 过 
程 ， 请 读 葛 斯 特勤 写 的 书 第 79 页 。) 所 以 人 们 可 以 
用 手 算 得 到 十 分 可 靠 的 结果 ， 或 者 更 轻松 一 点 就 用 
廉价 的 袖珍 计算 器 米 算 。*= 1 ，2，…，10 时 算 
it Pe ER XE T REB. 
150 


em 
上 
C 
c 


ST 
1 

o r+0.8043- 1L -0.8043/r | 
Bri, BRA ALAR GE 的 一 个 己 知 数 
出 现 得 傅 早 就 爷 容 易 遭 到 拒绝 。 所 以 形 王 不 是 给 二 
—JMHB gk or BARTS HABE. Pu, dA 
EtA 0.9086, BARERBH, itis 
FAS KRESS K. | 

aS PMR, BAB BTR 
一 张 蝴 机 数 涯 ， 玩 起 来 就 很 方便 。 在 玩 第 二 个 游戏 
时 为 了 玩 得 更 富 于 竞争 性 ， 必 须 为 x 计算 出 很 大 的 
VEA, | 
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2k 5 


l. FRMIXIHFAYSH, ZRH 


图 35 
， (836). ARERR, BRE SAP Al, 2, 
3 d, 5, 0, 7, 8, OF, HI BH d D> 为 三 从 
A, B, C. BMA, HERE EST 我 们 靠 把 SR 
B. X DE E — 504 RC. 因为 每 也 总 
SAL, SHOTOEGK GM E OUp 2E O89 JBoss 
A. VR AT RR, 每 次 比赛 共 九 局 ， 让 一 
e MEL ESSE, TR 565—393 9n 852 5 
EFt nyA KR, Ride Ke, Di KC, 
BRAR EC. (Xd HWEEGE—T). 
2.4 — AM XVGOEXÓ4HÉRdEg454u 5E 
KR, Bubo04-dGRdicP RRP SORRS. 7 
ORAM, ABS PLP. MRR 
esr? 【关于 这 个 问题 的 有 趣 讨 论 ， 请 读 管 
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1573 85 MHC RRR) R-RR SIH 
4658). 

3. È 门口 f$—ibd —4- AIO, & 
A-MA—PRBRAIONR. BPTI 的 人 
t-i MERRME-RRRUEAOSDEP. © 
SOURCE MARTH, ARARE AE 
率 是 多 少 ? Bau dope Sy? AdeB— 个 也 
不 室 的 概率 又 是 多 少 ? 

4, -KAEG ARR DRE MAE FE 
本 五 与 卫 【 即 人 头像 正面 与 无 人 人头 的 反面 ) OF 
列 。 该 证 明 祭 接 三 元 组 五 T7T 在 序列 中 出 现在 了 TY 瑟 
或 TTT 之 前 的 可 能 性 是 后 二 者 性 一 个 出 现 在 HIT 
之 前 的 可 能 性 的 方 信 。 

BRUTA foil Ds E e 56 A AA Br. i 
X131 8548 2m S EACP X9 HM, 22 TRAF 
犯 ， 逮 官 必 须 反 他 跟踪 到 家 连 人 带 脏 一 起 提 获 。 客 
人 一 个 一 个 地 离开 夜总会 时 要 经 过 一 个 灯光 明 觉 的 
mi, FRR PETES MAN HER. ARH AA 
40 个 人 ， BRA -ATAR BART RAE 
一 个 人 才 最 有 可 能 中 对 ? 

ARREARS RAFTAAR H. 
随意 地 取 两 张 牌 ， 这 两 张 将 颜色 禄 同 的 概率 A SG 
+? 

7,10 & I fe 107A X, KK Er sk do 4972€ 46 98 - XC 
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于 里 ， 和 才能 使 人 伍 疙 从 一 个 金 中 任 取 一 个 球 出 来 得 
到 白 球 的 机 会 最 好 ? 《和 便 拓 10 个 黑 球 放 在 一 个 例子 ， 
10 个 白 球 放 在 另 一 个 盒子 PP, RAR Hw PK 
F(D4+40)et, Ae, FESR GMO 
Shige Bau FF, PEREO TS 9 eR E dA E E 
的 。 ) 

8, 怪 营 幅 子 的 女郎 给 P# 个 进 副 场 看 戏 的 人 看 E 
HT .不 七 他 把 全 部 帽子 完全 再 混 了 ,她 不 是 承认 有 有 
钳 ， 看 戏 的 人 出 戏院 时 她 完全 随 襄 地 把 帽子 递 还 给 
$e, HEPES RAPT AA CAPT. i 
Xn—5, EY-AROQMLA LOT OME A 7 
ET n=S, 或 4 RON MPERAF XT GEES 
AEHL, A SPM Ae AMR 
m BKE Dbe 2 


_ READ 


E 


E.P: E ETE 


RRS ZEEE E, GIS 

Pe TAY. 这 则 数 学 问题 起 源 于 64716 一 47 ] 
(“ 约 去 J 6?" ) 这 个 现象 。 作 为 闪 解 之 间 ， 这 对 

说 “我 用 自己 的 方法 得 到 了 正确 管 案 ， 不 是 四 ? ” 
这 类 话 的 学 生 很 有 用 ， 

RAE AE, PRAT “64/16 二 4/1" WE 
WEEE AT ARR. SRA 
能 干 些 ， 你 就 会 问 还 有 没有 这 种 现象 的 更 多 的 例 
CT. We A os/49, 95/19, 05/26 (EK 
倒数 ) 来 作 例 子 你 可 能 会 继 E 问 除 了 22/22 这 类 
例子 外 是 否 还 有 更 多 的 例子 。 事实 上 已 经 知道 再 也 
没有 更 多 的 例子 了 (参见 (5] ， (7, (89 ). 
这 个 问题 好 象 为 计算 机 天 上 生 的 古国 一 样 ， 轩 为 计算 
机 把 所 有 二 位 数 相 除 的 商都 搜索 了 了 ， 内 用 了 0.15 秘 
钟 就 把 这 4 个 例子 搜索 出 来 了 。 

我 们 现在 想 知 道 这 是 不 是 基 为 10 的 特有 现象 。 
举例 来 说， 在 十 二 进 制 中 ， 我 们 的 情 癌 更 好 些 呢 
还 是 更 差 些 ? 把 问题 提 得 更 一 般 化 些 ， 我 们 把 整数 
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Atm, RANA 


X, Y_ y 
z x rz! 


Aix, s, “是 p 进 制 下 的 单个 糙 字 ， 并 县 


3 y " 5xty 
x HABIE bz4x^ 


se MRAP BICIS 048, 因为 我 们 可 ERE ESAE 
们 ,很 显然 、 除 了 最 平凡 的 情 I ^ dH BJ 
约 ， 开 且 不 能 有 位 狼 等 于 0 ， 

Micke a, FTE Me a 
HeAT SN -+ BR SAB A EON] E318 
当中 了 。 原 来 这 和 一 些 很 深入 的 间 题 有 关系 ， 而 是 
还 给 计算 机 的 使 用 开创 了 新 的 可 能 ， 

对 于 2 BER LEA RR, RY 3 进 制 
也 不 感 兴趣 ， 因 为 只 有 两 个 不 为 零 的 数字 。 以 4 为 
基 时 ， 一 试 就 得 到 


3. 2 
1, 3 


但 却 难 于 从 这 么 一 点 儿 实 便便 进行 推广 ， 
ARARE RG RULER A ERE? 上 很 小 

BREE, o—-K, SRE AST, SRLA 

(b- 1)(6-2)(5- 3 个 核查 一 个 分 数 要 进 

TT, fü—ibi A SH th A Le. 

b—10Bb, Df PAIS, b= 10008) HREM 

2-hiiAA (RICHES AB RE ee) . os 
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— 2 


点 基本 理论 作 准 备 ， 我 们 就 能 工作 得 好 些 ， 我 们 要 


"BIER 
bxty y 
h2c-Tx oz 


BUR, IX Hi, y, 2 都 站 1 与 5 一 1 (Rb - 1 
PI) 之 间 ， 人 任何 两 个 都 不 相等 ， 

定理 1 。 WREKE, ABA. 

用 > (bz x) RARI 

b {x-y} z=y (x-z), (1) 

SNE Be BA y 【和 平常 在 煞 论 中 一 样 是 指 
“0 整除 ?2 ) ROl(x—-2), E HT Ismyxb-id 
I«[x-z[«5- 1， 因此 记 说 的 整除 一 个 世 不 可 


fit. 
定理 2.b 的 哲 一 个 异 于 b 与 1 的 因子 ， 都 对 应 已 


一 个 解 ， 当 :一 1 是 察 数 时 和解 还 是 瞧 一 的 ， 
ESHA 1 RNE 

yz (6-1) =x (bz-y), 
Bib- 1 ERA, Mi- 1B ex tbr- y, 在 后 
一 情况 它 也 就 整除 (- 1) z+2-y, 因而 整除 z 
- ys 然而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 1 所 |z-yI<2-1 
BiEbo- J 了 x, 意 如 x 二 5 1. FRR 们 得 yz 一 5z 
—¥, Bv Benth, oy Sheppez?=b2 ~ kz, 
Yy 一 Rz= 了 -8 因而 上 是 8 的 因子 .最 后 得 到 x = 吉 一 1， 
y=b-k, z= (b/k) - 工 。 我 们 把 这 三 者 缩写 成 
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一 个 符号 ， 


(6-1, b-k, 2-1), 


HAARE, CHO - 1 GR 数 ， 这 都 
是 解 ， 

所 以 解 的 个 数 至 少 是 5 的 实 因 子 的 个 数 ， 比 胡 
上 = 12 时 为 4, b= 869 时 为 10， 我 将 称 对 应 的 解 为 平 
Af RSE OMS 一 1 都 是 复合 数 时 全 有 非 
ERR. 

REPR, KAAS RR At, BE 
却 有 一 个 算法 ， 求 解 时 比 起 一 一 核 查 5 进 制 的 二 位 
EREDE PE. 

定理 5。 所 有 的 解 都 是 x 一 凡 z 的 形式 ， 式 中 心 是 
b-1i— > MBF. lamer=(6- 1)/ps y= 
w-R( lke); z=xg/(ythb), RE z 是 整数 
ix EM. 

定理 SRR, REEERE i 
录 15. 

根据 定理 3 可 以 制定 一 个 很 实用 的 算法 ， 我 给 
这 个 算法 编制 了 计算 机 程序 ， 而 且 算 出 了 直到 5 = 
10087 f8,- E29 — 3x. (HIE — 看 算出 的 表 却 发 现 
许多 原先 未 兽 料 到 的 情况， 这 些 情 况 从 已 有 的 公式 
中 不 基 一 服 使 立即 看 得 出 来 的 。 有些 情况 事实 上 还 
要 求 对 x，y，z 必 进一步 且 限 制 ， 认 以 还 可 以 进 一 
步 减 少 计算 量 ， 

iad 


首先 我 们 证 明 8 与 6 一 1 为 复合 数 时 一 定 有 非 平 . 
凡 解 (满足 x<<8 一 1 的 解 ) ,事实 上 者 8 是 AR, 
那么 ， 由 于 ?与 7 是 上 -1 的 四 于 因而 乡 与 * 都 是 奇数 ， 
很 容易 验证 x=P (r+1) /2, y=b/2, z= (r 
+ 1 )/2 是 -- 个 解 。 因 2- 1 >t, CEFTA, 
所 以 

x=(pr+p)/2=((6-1) 4+p)/2<6-1, 
如 果 5 一 1 BAK, Pr, MARK 换 上 与 还 可 得 
到 第 二 个 非 平 凡 解 ， 

加 果 5 是 奇数 ，;s 是 5 的 真 因子 ， 则 平凡 解 (一 
1, 6-s, Cb/s)- 1) WAER EEX, BEM 
REL 2 就 得 到 一 个 非 平凡 解 ， 鲍 如 《8，6，2) 
在 9 进 制 中 是 一 个 解 ， 所 以 CA, 3, 1) 也 是 
解 。 

3S5: LUO 为 基 时 没有 别 的 解 了 。 对 于 其 它 的 
奇数 基 5， 若 5 与 5 一 1 为 复合 KR, WEF RE 
在 ， 它 们 不 能 通过 平凡 解 各 位 ME 陈 以 公 因子 而 入 
到 ,这 一 情 闹 看 来 是 真实 的 , 不 过 我 没有 它 的 证 
Hj. 

从 解 表 中 获得 的 最 显然 内 结论 之 一 是 ，y 继 不 
是 很 小 的 数 ， 

定理 4。 对 一 切 解 A reat) (因而 有 
kx 19/2), 

WEH, k RRA, ATz> db RNR 
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x?-kx 
(b-1)kex 
Qx(x-1) 2 Xl xl 
e (5—1)4 x 1:(5-1)/x 8 2 o? 
因为 x 专 6 一 1， 记 以 2 专 1 +(5-1》/x， 
我 们 还 注意 到 * 也 绝 不 是 很 小 的 数 。 
定 现 5， 对 一 切 解 均 有 x 之 + 成 ， 
我 们 有 x= y+5>y。 我 们 刚才 得 到 


一 
(5— 127 x 


所 以 由 了 于 8 党 1， 得 到 xt-xm56-1tx, Bliüx 


3 


>k, 


2j, 
2 为 平方 时 ， wiih =e", — A Cg +1, Gs 


1), Habe 148? ,所 以 定理 5 的 等 式 部 分 成 立 ， 
钢 在 我 们 可 以 把 定 丕 3 的 算法 MUE: xs 


mp， 式 中 $ 是 5- 1 揭 素 因子 ， 且 (14+ 的 )/Pem« 
(b-1)/b; y"x—k, H p(x-1/22k51 z= 
xy/(y M kb), ROR, NT AEG 
ft OLA AL BEBE SRK. AD = LON 045.25 65 
F83, x28mib5, Mex- ORG, x= 9 时 得 
ERIC 9, 8, 4) 4109, 5, 1), x= 6h v 
4, By 485, FRB AS BP 
(6,.4, 1)5(86, 5, 2). 
100 


事实 上 这 个 算法 握 小 得 可 以 《用 计算 机 ) 分 机 
b= 1000 的 情况 而 得 知 有 126 个 解 ， 娩 如 


629, 625 . 625 4,501, 334 
85, 629 85 1, 581 


我 们 又 注意 到 = 始终 是 大 大 地 小 于 y， 

RIES, HURRA -—y/2. 

证 明 留 作 练 习 。 

长 期 实验 还 观察 到 ， 解 常 当 是 成 对 出 现 的 ， 对 
每 藉 基 来 说 个 数 是 个 数 ， 但 除去 4 16, 36, 644 
ii 等 共 。 这 些 数 据 蝇 有 力 地 支持 了 下 列 定 悍 。 

定 温 7。 对 于 已 知 的 多 如果 8 不 是 偶 平 方 数 ， 
SEY PRE. 

事实 上 我 们 将 会 看 到 解 是 成 对 出现 的 ， 2 Ske 
ise, (ARMOR Fy 数 的 情况 ， 因 为 这 时 
b -1 AME, z-k, 

为 了 明白 交换 z 与 总 是 能 作出 一 个 解 ， 我 们 可 
rfe, MECek e)k EL RA Hr xy 
(y - kb) GER 3 58 价 于 5 = ((x/k) 1)((/2)— 
1), ATERATA bxbE MiRe ELA 
R(x, x—z, b), XE AURI R, IRAE = 
k， 而 这 意味 着 6 = ys/ta， 于 是 5 是 平方 数 。 因 为 
(57 +1, 67, 1 ) 是 解 ， 故 梁 以 ;也 是 解 ，! = 2， 
3, o, 62 1, BELLHO? — 工 个 不 成 对 的 解 。 这 
个 数目 是 奇数 的 充 要 条 件 是 5 为 偶数 ， 


= 334, 
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我 们 还 址 到 ， 对 给 定 的 5 通常 至 少 有 一 个 解 合 
乎 >= ] ， 第 一 个 例外 内 现在 8= 35 时 。 FRET A 
定理 表明 有 无 穷 案 个 例外 基 。 

定理 8。 当 8 一 29 十 1， cHARR, 为 不 能 被 
3 整除 的 复合 数 时 ， 则 设 有 合 孚 z=]1 的 解 ， 这 种 7 值 
有 无 穷 多 个 。 

定理 8 WIRY JL fü 4535, 95, 119, 143, 
XE JE rh OT ENO GER OT AE ERE — AS Fz 1 的 
AEST. KILDA Ri, PE 是 两 个 素数 
Bu H275-2-137 4 1 = 5? dI BATRA, 

定理 8 前 第 一 部 分 在 本文 附录 1 中 证 明 ， 为 让 
HO Seas, SOT IEXCXK Ho Bie XE 6), 
MPH: AR-TULEMH RRR hE 
RALAS PHM, WERNE 形 如 &g = 15m +2 
的 素数 有 无 穷 多， 于 是 29+1= 30m+ 6 eo € 
Be 《因而 是 复合 数 ) 但 不 被 3 BH. 

唯一 具有 一 个 解 的 基 是 8= 4. l 

定理 9. 5 二 9 时 或 者 ? -1 是 素数 且 ? 只 有 两 个 夷 
因子 对 (其 中 一 个 必须 为 2) ， 只 有 两 个 解 . 

人 证明 留 作 练习 。 

由 此 可 知 ， 为 了 于 只 有 两 个 解 ， 我 们 必须 有 
= 29， 其 中 4 是 阁 素 数 ， 或 者 gp= 8 或 98。 是 否 有 元 
25 SbF RABY SRM 24— 1,1 Aba 
XU. XXOEMQRER RW. 或 许 还 非常 困难 和 的 问 
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E. 
O 绝 不 是 正好 3 个 解 (I 3) . 5-10, 12, 
以 及 许多 和 值 时 有 4 个 解 。 可 能 出 现 4 个 平凡 解 的 情 
况 ， 但 令 人 感 兴 趣 的 是 两 个 平凡 解 和 两 个 非 平 凡 解 
的 情况 。 当 b> 9 时 就 会 出 现 这 种 情况 ， 具 体 就 是 
b=g*+ ] =2Hh, RA ARR, ARR b= 
10 就 是 这 样 。 (7G: PAN 情况 又 是 一 个 未 解 
PH oL B, x S5 DAE XT ULOEARCR TE Re 头 儿 个 是 10， 
26, 122, 362, Tj E T8 HO EUREN. 

我 们 可 能 还 息 知 道 哪些 基 的 解 不 是 一 般 化 的 
多 ， 最 可 能 的 基 看 来 是 这 样 的 一 些 xb, 对 它们 来 
HEATH, b— 1 有 很 多 因子 。 例 如 8 =36 时 有 
?21 个 和 解 ; b— 100 时 43744; bo 441 130%; 
b=1225W 2364, 《 近 一 个 记录 是 ) b= 3025 


时 有 410 个 解 。 
下 表 列 有 头 儿 个 基 和 基 为 100 时 的 全 部 解 、 
基 4 1 个 解 A 8 2 修 解 
Xx y z X y 2 
9 2 1 T 6 3 
Zz 6 2 个 解 T 4 I 
x » 2  gdk9 2 个 解 
2 x y Zz 
4 3 
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is 
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&21 AR | 23 2] 


x ¥ z 23 20 
7 2 23 18 
6 l 23 16 
10 9 9 23 12 
10 7 I m 
16 M 4 #250 6^ 
16 322 2 x y 
n 18 6 5 
^0 14 2 12 10 
15 14 6 
16 15 
15 ü 1 
16 10 
Moo — 6445 18 15 
x > d 24 20 
12 11 4 
H96 4 个 解 
12 8 
21 20- 10 * n 
21 à 1 18 E 
14 12 15 i 
14 11 25 ad 
25 13 
3524 6 个 解 
9 
x y j 327 6H 
Z4 52 1] x M 
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m co mm c bM 


20 18 
20 15 
26 24 
26 18 
13 12 
13 9 
H 28 104 fF 
x y 
8 
9 
15 14 
15 10 
18 16 
18 14 
21 26 
27 24 
21 2] 
2T 14 
430 — 6 MF 
x y 
29 28 
29 27 
29. 25 
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m a bo 00 NM Ca 


14 


k C C me by 


24 
16 


15 


17 


14 


17 


18 


36 
19 


I0 
10 
20) 
20 
25 
2b 
30 
30 
35 


37 


16 


24 
15 
27 


12 


36 
26 
18 
13 


24 
34 
33 


19 


17 
11 


19 


4D 
35 
25 
3b 
30 
35 


30 
24 
24 
18 


25 
24 
32 
39 


33 


12 


14 


40 


12 


"i 


20 
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51 
ol 
54 
54 
66 
66 
B6 
60 
66 
81 
81 
81 
81 
84 
öd 


50 
34 
50 
AS 
65 
64 
60 
50 
Ai) 
80 
tb 
Tà 
45 
80 
79 


PRT ,定理 3 的 证 明 , 我 们 必 


17 


26 
16 


36 


14 


Bg 49 
38 24 
95 fe 
50 9 
80 4 
75 3 
50 1 
10 I 
20 2 
40 d 
50 D 
75 
79 Y 
56 » 
lt 8 


须 求 出 »z(5 一 1 


= (bev HER 解 x，y ,z= 来 , 取 b 一 1 的 一 个 六 
Ap, We x 或 18z 一 ,我 们 证 明 在 第 一 种 讶 沈 内 
x 为 - 1 前 一 个 束 因 子 扩 整除 ;我 们 称 此 因子 为 
然后 继续 下 去 ， 事 实 上 我 们 有 pz -y=@- Lz 
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tze-y, 所 oAplbz-+oR Arly- TEY 
~ ZAK RH, €v»-2-ab. dupTr-(b-—1)/f, 
fy- z| <b- 1, RiGe<r, AL 


~ wb Xr - aM (--4 
ve pl b-- I ui S 1), 


MERRE: Grea fina 可 SEBJEXEXR. H 
Frie- 1， 我 们 有 :15 一， 所 以 Xx 可 说 5 一 1 的 一 
MAPLE, RPATRITF RRA, 

RPL A BR, 016-1, Pix. TE 
x=mb, b- larp, Hifmear, AAx<hb-1, 
KERIA 

(bz—y)m= yer, (2) 

Melmv, Bmy=sz, s>0. HELE 


sz rz 
mbz—sz-—-rz, mb=s (1 +- j, 
m m 


m*b=s(mt+rz), 
Ei Lis m b Eid gu CT UR Se Ax 2 了 
zeomvj/s, v=(Qmb-s)fr=x+Om-s)/r, 这 说 
Arjm-s, Midm<r, Wis 0, H AREN - 
sx0, Hiim=shihg«e=y, 这 是 我 们 已 经 排队 
TENEH. Buim<s, Re<y. RM 5 BRINGS 
WOn-s)r--k RRA 0 所 以 yy 二 x， 

Hit 2 ) 得 


ryz=mbz- my, z= me 


mb-ry 
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= 9 = >》 . 
xb-(b—1)y y+kb 
TEYSH- RENHA AiE = mb, y-x 
-k, z2exy/(y-ckb), MRR - 1 SEDE 
BDfGpxfOkEMEx, v, 2 我 们 就 得 到 全 部 解 。 
定理 8 的 证 明 . 令 5 = 2q+1, 4A 4 ER, RE 
”有 一 个 解 (x，»， D). TA 


AP {由 于 b ~ | RAW ASH 2 Me) f= 2, r= 
quub-g,r-^2. 
HUP, 下 与，2 同 时 产生 解 ， 我 们 一 定 有 


A zc lh. 

情况 (a), 
p= 2, r=4, p.m m 
smin- L, 


BTlsmer-$, Hane. Br Em Umi 
Hi, ERdEm-a (Atk =(€2¢-1)/2 BR EBR 
T. MdB (a) HE, 

情况 (3) . 


Pm, rx d, k= 
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~m(mg- 1) 
mr Oo F 


strima bel, HOD. 

Him = 2， 则 5 不 是 整数 。 

Hm=1, WWk=(q-- 1 )/3 的 充 要 条 件 是 g - 1 
为 3 的 倍数 ， 于 是 2g+ 1 也 是 3 的 倍数 。 


HR. 

HEP. ELE 2 iM EHR OA 
字 ， 至 今 沿 无 什么 系统 的 理论 。 几 个 常常 引用 的 例 
FC C3), C4), (8) ) £13 据说 是 1935 年 由 
E: HAZ: pE ra (Es, (ŒE), (G). 
(E (G) 中 出 现 有 1935 的 字样 表 H, 这 个 例子 的 
确 很 可 能 是 在 那 一 年 或 换 近 那 一 年 构造 出 的 。) 

另 一 个 常 引用 的 例子 是 


2(666) _ 2(66) _ 2 
(4) (e95 ^ (008 5^ 


(从 这 里 起 要 约 去 的 数字 写 在 括 导 里 。) AT 
不 同类 型 的 三 位 数 例 子 如 下 ， 
(B) (7 75 


1 
(C) ( 
(D) se 9)4 


iv? 


[97 f C10) PRT IES 例子 。 (OE OC 
WAREN. PRICES, MMAR, LAG) 
中 把 数 衬 重复 而 得 的 数 【 参 看 下 画 和 定理 10) 之 公 ， 
显然 员 有 另外 一 个 例 〈 在 十 进 制 中 ) 。 [32 和 
Hei (CC) 当铺 也 很 稀少 ! 其 ul 
以 通过 将 数字 重复 的 办 法 产生 出 真光 的 仿 寺 

M 


1(66)(33), 106)C3)_ 


(33)2(66) (3)2(6) 
ES (D) PASTA, DER RA 
SILA I. Bop - BAF HOS, C91, 
(10) , 

BAR ATA: 
(gy 3(5)4 


bol m= 


 143(18)5. 
(F ) 170018 560’ 


(C) 425(1925)345 


— et ———m 


912(1935)5185 * 
(ERRELEA (G) REST HASH, ipi5o12 
See Sols, RH (82. C82 ste Bie 
BH, C.S, REROLERRUAM (8) ARE 
$ ABRAR. ) 
这 些 简 子 电 有 些 看 来 很 蕉 ， 乌 蕉 古 难 在 作 见 ， 
事实 上 我 们 将 会 看 到 类 俱 季 (E), CF), (G) 


172 


He Pas FFB T M. 

我 们 先 研究 (A) ， 更 确切 地 说 是 研究 C4) 
Per Ay BT ER E o 

€10, BO FRILL ARG Ya T, 则 也 有 


he Xe Y o. Xs X, y y X, y 
， =? Rx, AN 7.2, WAZ 
1 
x 


ey tus 


TR FB ae PUB 
E 
MEE EIRA ER ED AREE FX. 

HELO PD EBD APPS, £T 324304) 
A, Phe B= aE BB OD 
ERA EL 10081100029 2E Br BF n] LL X, REEL 10 2025 
的 例子 来 念 ， 所 以 我 们 还 有 

【《6296287625 


5K6296293 ' 
这 个 例子 就 不 大 可 能 偶然 性 得 到 了 ， 
CMR, Bee 


xbty 
zb +x Y 
Bf 
bxzyz-cbyztxwv, C3) 
fS 


ifs 


xbi+xb+y_ y 


zhetxb+e 2 (4) 
Bp 
b'xztbxz4 yz-bbyzetbxytxy-b(bvz 
txy)btxy, (5) 


把 (5) 左 端 的 bxz + yet. COO PH Aen, I8 
样 把 (5 ) 右 端 的 pyz + xy 也 换 掉 。〔5 ) 化 成 


b'xztrbyztxycb(bxztyz)txy, 
这 是 一 个 恒等式 ， 

MER (5) 为 已 知 (5) 本 可 写成 

bxztvzzbó*byztbxytxy-b'ixz, 
TEA 

bxztyz-(byztxy) 

mbiyztbxy-b'*xz-byz 

-b(byztxy-bxe- yz) 

u—b(bxztyz-byz—-xy). 


inBopd&bxztyzsbyztxy, ERM 
b=-i. BE (3) mox. 
HERA (4) 可 以 推出 


xb? +xb74x2b5b+y¥_ y 


zhet+exbitwbiw 2 


的 任务 留 给 读者 来 完成 ， 
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ES RUE (DO) 类 例子 ， 这 类 例子 中 约 
去 的 是 中 了 间 数 位 上 的 数字 ， 例 如 
pip+bytgq bp+g 


birtbyts bres (6) 
AE XLTH Sie B D AES d 
_ (6 - DGr - 05) 
y= b-p) +s- q* (7) 
HE, WE (了) 中 的 2 是 整数 ， 测 
Ps Ss G 
P, Ms 3 
it » La P. Ns Ns, q 
X Ay 2385 " { 同 定理 10 中 EG, T, Y, y, S 


也 是 “可 约 的 ”。) 《除了 2 进 制 外 ) 在 一 切 进位 
制 中 都 有 解 ， 《比如 只 要 

5, (y), y-? 

r, (vy), yor 
lj 5r 4p ee Out i PRR, ER 是 解 ) ， 但 我 
EN AUP A AP a HE LTE E RNR E 
考虑 相当 密 的 分 数 ， 在 以 10 为 基 时 用 计算 机 搜寻 ， 
找 出 了 200 多 个 非 平 凡 例 A RU, feta? = 
q, = 8， 或 =+，4= 3 或 9=s= 0, 或 者 其 倒数 
已 经 是 解 等 情况 ) 。 3 进 制 中 奴 只 一 例 ( 上 面 已 经 引 
HD ; 4 进 制 中 有 6 出，5 进 制 中 有 15 例 ， 筋 外 ， 
运算 过 性 已 表明 5 与 r 不 必 是 单位 数 ; MARA) CE 
10 进 制 中 ) 283] P Hs 
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23( 0 34 5i 18( 6 58 


15( 9 )6 4C6)r 

ERA PIX AS SS EG 2500284€,. (6 3 ut 
All 4 EE PARES T a e: 

2, 1, €2),1 2, 6, (3), 1 

1, 0, (25,2 i, 1, (3), 2? 
BAITS iS. 

WER NMA Sea OF) DP. WT 
143(18)50 


170(18)56 ? 
3x uf EL? WE 1003 BL PRU A EROR) AK ae, HT 
(6) 的 形式 ， 其 中 与 ?是 【1I100 进 制 中 的 ) 两 位 
数 ， RATT C7) RAM, CRNA 
HRDLE A a7 2a] RT £L SE BF. 

Bl CE) HEY, AA RIES 的 4 个 数字 中 
Hy, WEEE RRR A aS eRe. 3X 
个 例子 以 及 可 约 数 字 可 重复 的 原 理 告 诉 我 们 还 有 
TH 

3(55)44 

1(55)3]' 
Jr] ur 282 X Poca ml fl, m Hi—-403 (7) 
LAY DA GA SE ESSO T^. 

最 后 来 看 (GG) 。 划 果 用 10 去 RT, RI 
得 到 一 个 10000 进 制 中 的 两 个 三 位 数 的 商 ， 它 们 的 
中 间 一 位 数字 可 以 约 去 。 要 寻找 
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9999(aqr — ps) 


y= 
eee eee eee 


10000(r —p) +s—¢ 
ERE, ENT AR ThE PLA BEER RA LT AY, ESE 
(G) 的 印刷 错误 时 我 假定 《〈 倒 没有 任 何 特别 理 
H) ，z 和 4 部 正确 ， 人 然后 从 900 BOOK Rr, M 
NUN 当然 我 也 就 找到 了 (HE 
后 的 ) Pl (G), E 


n 
921(2121)5000' 


车 号 成 等 从 形式 


425(2121)345 
912(2121) 5 


ML SE NUR ERI Y. 


E 
I, EZG, 
2, WE ES, 
3, up (在 8 进 制 中 ) Sa ey ERR 
4, iB Em (x, v, x) 对 了 注 制 是 一 个 
解 ， 则 对 任何 别 的 进位 册 它 就 不 是 解 。 


5 证 明 (10 进 制 的 ) PO am 二 的 ee ay. (100 


ase X322 Bp. We Ss, 


as 


6. iik p PR te T (5 进 制 ) 创 造 一 个 理 


f. X y 5 F, 
论 。10 进 制 前 例 上 面世 经 有 有 了， 就 是 (D), ob 
站 例子 在 【8 5 (10) v, 
7, 40A] P AGRA CB) 型 的 另外 那 一 倒 。 


= 一 一 T $995 05. ` 
8. i eei, 42-139 13 5 4 5 8t ff 
eU. 155 P, 
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du. ANGERS RR 


G.D,z 5 Be 


t ,前 计 TRILDA—HEÉSES—ATLADSTGORR& 
BUrCM Aer, EBETi eB —S AH 
HERE? 我 们 能 不 能 把 前 下 的 三 前 形 摇 在 某 个 位 
"t LE en RME? 

RIF LN SRE SE E EME eZ) 
BRAS WER ABA ULAR 
ety SES, LAER RE WU TOR 
BU- BRAR ZRET (8) mE LBS 
为 题 符 的。 影片 介绍 了 尾 意 三 角形 总 能 安置 到 某 个 
位 置 上 使 其 阴影 为 等 过 三 角形 这 个 事实 ， 

Spi (DUPE KE BY JL 8] EJ AR CE CE BY ULIS AE ey a 
{ie Be. ABER, BABS 
HEHE SRA T RA Se, 人们 记 育 能 
fi, RENHET- FARKRA, EAJ A 
往往 对 问题 带 采 了 更 重要 的 深入 的 看 法 。) 我 们 在 
$ 2 中 将 会 看 到 在 正 交 颖 影 下 ， 三 骨 形 的 中 线 依然 
投射 成 三 角形 的 像 的 申 线 。 由 于 任意 一 个 三 肖 形 总 
可 以 经 过 菏 个 正 交 射影 变 成 每 边 三 骨 形 ( 见 3 2), 
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所 以 我 们 就 知道 要 证 三 中 线 交 于 一 点 只 需 就 等 边 三 
角形 这 个 特 便 米 证 明 就 够 了 。 诚 然 ， 就 这 个 特例 来 
说 有 点 杀 鸡 用 牛刀 的 际 儿 ， 不 过 醉心 的 读者 在 以 下 
各 节 中 会 读 到 更 多 的 难于 解 次 的 问题 的 

把 给 定 的 问题 变换 成 一 站 容易 求 饰 前 问题， 下 
解 这 个 容易 解 的 问题 ， 最 后 变换 (A) 回去 得 到 
原 问 题 的 解 ， 这 是 一 个 基本 的 数学 方法 ， 用 对 数 把 
乘法 问题 化 为 加 法 问题 ， 或 者 在 更 高 的 层次 上 骨 拉 
普 拉 斯 变换 把 微分 子 方程 化 为 代数 方程 都 是 这 个 方 
pe Ayes os. M.S zu 3e E UD Lg E t 
文章 [7]】 从 数学 的 各 个 不 同 领域 里 举 出 了 大 量 例 
子 来 阐述 这 个 “ 变 的 、 求 解 、 反 演 ” 方 法 ， 很 值得 
好 好 读 一 读 。 豪 华 德 , 伊 弗 斯 的 著名 的 几何 教科 书 
[4 ，130 一 131 页 ，275 一 378 页 】 对 于 这 个 方法 在 
Ad SE sh BRL dE T TER IU ERR. 

我 们 这 几 的 目的 是 对 正 交 射影 的 某 些 性 质 作 一 
釉 探 讨 ， 并 把 这 些 性 质 用 来 解决 多 边 形 内 接 酉 圆 方 
面 的 某 些 问题 。 但 是 我 们 并 不 受 这 条 主线 的 约束 ， 
只 要 绕道 可 以 到 达 十 分 有 趣 的 境界 ， 我 们 就 自由 自 
在 地 往 那 里 综 一 圈 ， 事 实 上 ， 在 本 讨论 的 未 昆 就 对 
几何 不 等 式 作 了 简短 的 探讨 ， 稍 微 偏 离 了 我 们 的 主 
B. 


2 ESHER 试想 像 一 张 水 平平 面 r ”以 
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Rat LA MPR SP BAP as 中 的 图 形 F。 从 
Pag Pen Ri BA APY, ERAM 
点 所 成 的 集合 构成 一 个 图 形 F*， 叫 做 F 的 正 交 射影 . 
我 们 可 以 把 已 "看 成 是 r* 上 方 很 远 很 远 处 的 太阳 对 
F 投 下 的 阴影 (图 36) 。 


下 面 是 正 交 射影 的 几 条 基本 往 质 ， 以 后 会 用 到 
的 。 | 
” (P1) Hl 与 mn 是 xz 上 的 油条 平行 直线 ， 则 其 
射影 遍 与 m* 是 x* 上 的 两 第 平行 直线 ，( “平行 线 投身 
成 平行 线 。” > 
(P2) 辐 一 条 直线 或 两 条 平行 线 上 的 两 个 线 眉 长 
度 之 比 ， 等 于 其 射影 长 度 之 E. € “平行 线段 长 度 之 
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ET.” } 

(P3) x 上 两 个 区 域 的 面积 之 比 等 于 其 射影 
的 面积 之 比 ，《 "BEBUETRE. UO 

(P4) 若 FF 是 x 上 的 EDS, RUE T En” 
LOH. WHAAFZER—PRE, BRR 
E BP CE TE Tay oe BY ALDEA PA, xx EDU DEDE 
Wy 8. 

Hm (P1) BARR SUR, BD 
PRA 与 垂直 于 ms* 且 含 ! 的 平面 的 交 线 。 国 ur 
m* 是 n* 与 一 对 平行 平面 的 交 线 (图 37) 。 


图 37 
REESEN, Ea (P2) RRA MEAS 
角形 的 简易 综 习 。 — 
到 于 性 质 (3 ) ， 我 们 首先 WX, 3 RE 
的 两 个 给 定 区 域 是 长 边 蛋 直 于 7 与 x* 交 线 的 活 炬 
183 


JÉ. AOE (P3) NW AM CP 2) OR 
a, HERFRA KEA AE RR EL f 
Bi RT DG E SPEI. 

XT (CPA) 的 第 二 个 论断 我 们 可 以 同 想 -- 张 
RPE BAO ERE. AX: — 个 eR RH 
CR. RFE 的 优美 证 明 可 以 在 希 尔 
{A ATL ES TRB SLATS SE (53 的 第 一 章 中 读 
BY. BSE OT a TEE EY eT Re Ee [15 28 n] ER 
bEHEIUCREÉES. MARAKE a 就 是 圆柱 的 
HH (ONIS. 


Vind APIS RED, St SPRUE 
EG] EE BAN SP 0 TRAE ER AP) EH 
BGR A E, RITIT TRENZA, 
只 是 想 提 斌 一 下 ， 使 用 三 维 空间 解析 几何 【 见 练习 
10) XC SRR OH, APRA, RAH 
WOM KR [52 刷 中 第 一 章 对 于 二 次 上 而 
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世 及 它们 被 平面 可 能 访 出 的 截面 都 作 了 非常 直观 形 
象 的 讨论 ， 

性 质 (P2) BRS, SABE m E-F 
Bt, Hib KYM, RMA IES Be MRR BI 
AINE AB ARAR, Bron b= AB ARCH 
线 显 然 都 投射 成 i* 上 的 三 角形 .A*B*C* 的 中 钱 ， 这 
点 我 们 先 诅 说 过 了 。 另 外， 由 于 三 角形 的 形 忆 是 三 
条 中 线 的 谈 点 ， 所 鹿 在 正 交 丑 影 下 三 角形 的 形 心 接 
Bt BL BO BRT 

H PRB RAIS RRE RIRE Ra, PrE g 
B, £E% ae BD bi S a ead By 1B 9 
中 心 ， 这 一 结果 以 后 很 有 用 ， 

为 什么 可 以 调整 三 角形 所在 平面 的 位 置 合 关 加 
形 的 正 充 射 影 是 等 迎 三 角形 ， 现 在 正好 该 给 出 一 个 
说 得 通 的 道 还 了。 我 们 注音， 圆 猴 轩 线 的 方程 含有 
54 iru CHR np BUB TE CERE TEC T; f 
不 会 改变 方程 所 表达 的 曲线 ) , RIA 
M: SEARS PRS. Te 
图 稚 曲 线 时 我 们 有 5 个 自 击 度 ， 如 时 已 给 一 个 三 者 
ABC, RNR TAA MEA yE i 
SInACWFHPRP WCAMTFERAQ, DAB 
WEA CEGEDLGd AR SEIÉÍSAUUIBUL HG 
EE. 要 它 过 两 点 P，Q 义 消 新 两 个 月 BE a 
SES PEAR). BRANDI RELA 
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E, BETEZ, WERE% IAE RE 
ERHTFER MEE ME-THE. RAER 
正 交 射影 楼 证 明 E Gp Rdà ESLA BHA NY 
FA WY RSE EOE EAB EPR. 

Yim (P4) 告诉 我 们 ,三 角形 4835C 记 在 的 平 
面 可 以 安排 来 使 椭 贺 的 正 交 射影 上 ”成 为 一 个 图 
(图 39) ,由 于 在 正 交 射影 下 相 WERE, ABC 


图 39 

的 射影 是 外 切 CTOELE S) = AB A'BUCT, GI 
B*C*UVT Hip R P* ACA WFH h Q*, AT 
8* 团 于 R*。 册 于 圆 外 一 点 到 国 的 两 条 切线 段 等 
长 ， 所 以 我 们 有 

A*Q*- A*R*, B*R*=B*P*, C#P*= 
C*Q*. 4H R B*P*-C*P*, C*Q*- A*Q*, 
所 以 上 面 几 个 等 式 意味 着 RYE 4*B* 边 的 中 点 ， 
 A* BEC 283) = FAB. 

我 们 一 下 于 就 同时 发 现 了 两 件 事 : 即 在 一 个 已 
i py BPE NMR RE, c-S-um 
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切 于 各 中 点 ! IX MAR A RA IE 83 820 — 
AERA — S35 AB. HAUT HRB 
PA Pk Pe eR ARAH i, PS 
角形 A*B*C3 的 形 心 就 是 其 办 切 圆 的 AD, Br 以 
ABCH QE Hop em lBgenas. Ds 我 们 
Bese. PHBA RPA ZR CAAA DB 
圆 中 面积 最 大 的 一 个 . 读者 在 皮 多 教授 的 令 人 思想 
WRR (9) 中 ， 将 会 读 到 中 反 术 图 的 一 个 和 
BEVERT, HERRARTE 的 讨论 E-i 
Hj. ETERRA 的 实 样 ， 可 以 在 获奖 数学 影片 
“中 心 对 称 ”【2] 中 看 到 ， 


S ADERARE 给 定 的 凸 因 边 形 的 肉 切 
椭 风 中 心 的 轨迹 的 确定 问题 ,牛顿 解决 得 很 优美 .这 
个 问题 在 多 列 的 书 (3, p.2173 中 讲 到 了 ; 车 用 
正 交 射影 来 解 也 是 很 令 人 探 吸 的 。 

我 们 来 看 已 给 西 四 边 形 -48C DHA OAR. 
基 ABCD 内 的 与 其 四 边 相 切 的 那些 糖 图, 规定 棍 回 
下 与 四 条 边 相 切 ,我 们 就 用 掉 了 4 +O. RER 
GERSU BEARRA 5 个 约束 条 件 唯 一 地 
Re, WARN eet 4— E" REA UJ 
JXABCD, SHR H-7+ AS RHA RPA EA 
预期 内 切 于 4B8CD 的 视图 中 心 轨迹 是 某 种 曲线 .我 
们 事实 上 将 证 明和 的 是 ， 内 切 手 四 边 形态 BC 马 的 祷 加 
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dU dE ABC DISEASES 中 点 连结 成 的 直线 段 
E (EO. 


HI 4n 
令 忆 为 内 切 了 于 4BCDD 的 一 个 椭圆 的 图 心 .在 在 
JEZI, HGRA RB, ABCDR AMY 
tr E egy up A? B*C* D* iir > PRE RA 
心 P* (Edi) 


令 ? 汐 国 的 半径 ,所 a， bc d4} Fil = mA*B*, 
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B*'C*.C*D*, D*A*R ARAE, X 
atec=h4+d (1) 

外 切 于 图 指 四 边 形 的 这 个 性 质 即 圆 外 一 点 到 贺 的 

两 个 切线 段 长 度 相 等 ， 也 可 以 从 用 来 讨论 中 点 精 贺 


的 网 一 事实 推出 , 方程 (1) 通 乘 以 得 
面积 4*P*B* + 面积 C*P*D* 
= 面积 B*P*C*+ 面 积 D*P*A*. (2) 
面 四 个 三 角形 面积 之 和 等 于 面积 4*B*C*D*, 故 
面积 4*P*B*+ 面 积 C*P*D* 


-l.gig4"B*C*D* (3) 


BIDE at RO AG A Te Re E. 5j 
HE (P3) WU EP RUE ABC DH PR 
Di BI BS rn ad, bul 


面积 4PB+ 面积 CPD= LiRRABCD(A) 


正 交 射影 带 来 了 关键 方程 (4 ) ， 剩 下 要 证 的 
是 ， 满 足 这 个 方程 前 那些 皮 P 都 在 一 条 直线 于。 为 
方便 起 见 在 4BC 力 所 在 的 平 画 上 引入 (x, y) 8 
标 票 。 令 kx+1y+e=0 汶 过 4，8B 的 直线 的 JEN 
mx +ny+f=0 为 过 C， 呈 的 前 线 的 方程 ; 4d 1 为 从 PP 
到 4B 边 的 距离 ，4, 为 从 P 到 CD 边 的 距 my ARP 
RRE (a x), WARE EDAD 线 的 距离 公 
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kxtly+e mxtnyvtt 
d= +7, ¢d,=4+ S22 (5) 
v m* --n* 


我 人 有 面积 (4PB) = ad, MR (CPD) = 


lp, RPawABUK, BRCDWE, y= 


(ABCD) 的 面积 ， 则 方程 《4) WA 
ad, * pd,- y. (6) 
JH C5) Ado d.fRA EX, WÈ a, D, ven 
数 ， 我 们 便 知 道 (6) 是 P 的 A nx, EJ REAT 
程 ， (PP 变 化 时 它 的 土 导 不 变 ， 因 为 P 不 过 .A838 边 或 
CDH) 。 所 以 了 始终 在 与 四 边 形 4BCD 相 K EN 
HRM eae. WW. 
PR ABCDIE-FMARHE A, MEW 
E (4); 验证 这 一 点 读者 不 会 有 任何 困难 。 于 是 
(6) 代表 的 直线 上 的 确 含有 4.BC 厂 两 条 对 fü 
的 中 点 。 征 表 尾 意 内 切 椭 敬 的 中 心 都 位 于 两 条 对 角 
” 线 中 点 之 间 的 任务 ， 作 为 一 道 难 题 留 给 读 考 作 毕 
AM (MAA). 
把 这 两 条 对 角 线 看 成 是 内 PY “GB 
化 ” 稀 贺 是 很 有 启发 意义 的 。 两 条 对 角 线 的 中 氮 是 
Pi 3B A Po. 
最 后 ， 依 然 用 退化 的 说 法 ， 陪 明 的 读者 可 能 早 
已 看 出 两 条 对 角 线 中 点 重合 时 也 出 现 退 化 的 情 识 。 
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这 时 四 边 形 是 一 个 平行 四 边 形 ， 所 有 的 内 切 狂 加 的 
中 心 都 在 同一 点， 即 平行 下 边 形 的 中 心 。 


4, EfEBPEUMED 确定 已 给 三 角形 内 切 
猜 圆 中 心 的 轨迹 ， 也 可 以 用 正 交 射影 法 来 解决 。 年 
一 看 这 个 词 题 不 会 是 很 激动 人 心 的 ， 但 是 我 们 将 会 
发 现 这 个 问题 的 解决 还 是 动用 了 许多 十 分 有 趣 前 玫 
何 思想 。 

我 们 来 看 已 给 三 角形 4BC 的 内 切 本 加 族 。 要 使 
椭 加 与 三 角形 三 边 相 切 就 用 掉 三 个 自由 度 。 确 定 网 
锥 曲线 时 的 简略 规则 使 我 们 产生 了 希望 ， 希 望 有 一 
^- Vr BEP ABCIS^— HE" RAE EM 应 于 得 下 
BATARE., RT ABC a BUE 
心 的 朝 迹 县 某 种 区 域 ,如 果 证 明了 : 内 切 于 三 角形 4BC 
的 利加 中 心 的 轨迹 是 4BC 三 边 中 点 所 衫 定 移 三 角形 的 内 部 
区 域 ， 也 就 实现 了 我 们 的 希望 ,事实 上 我 们 将 证 明 ， 
BABC 三 边 中 点 作为 项 点 的 三 角形 的 每 个 内 点 都 
是 内 切 于 ABC 的 唯一 一 个 烽 圆 的 中 心 ， 

AD, E, FRHEABABC=E DMPA, mes 
42 所 示 ， 要 证 明 4BC 的 任意 【〈 非 退化 的 ) ADR 
ppp PAECGAURDEFZIM, dh 件 很 平常 的 
事 了 ， 事 实 上 FE 到 4B 边 的 拒 离 等 于 .43 与 MEADE 
行 于 .43 前 另 一 切线 之 间距 离 4 的 一 半 ; 而 4 是 小 于 
CB)ABK ERM. BIDAPS]ABWIES A 小 于 C 到 -43 
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图 42 


HERH- 4, A&PECGEBGDESBMm. ngu 
PRARL FRA, P-BXEF DISSERJ. APE 
DEF, 

(上面 讲 的 道理 完全 实用 于 内 殷 于 4BC 的 任何 
Pohe, EKA REAR 的 中 心 对 称 
(USA, MIT RARRKMRRA KB FRG 
AREE OPE SOR, HUSKAR, M 
KWRRHAME. DEF HA ESTER 
BEATA ME HH AT pio) K v9 Wis 
A.) 

我 们 力图 证 明 DEF HEB-T+AARRIEA 
于 4BC 芍 某 个 椭圆 的 中 心 ， 这 和 努力 会 使 我 们 兴趣 
AJ. 

我 们 知道 只 讨论 4BC 为 等 边 三 角形 的 特别 情况 
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戴 够 子 ， 这 样 一 来 问题 可 以 大 大 地 简化 。 事 实 上 若 
ABCH- ALAE, PARRA AE DEF 
的 内 点 ， 则 .4BC 可 以 通过 正 交 射影 投射 成 等 过 三 
角形 4"B*C*，P 可 以 投射 成 4'8*C* 的 中 点 三 龟 形 
D*E*F* 的 一 个 内 点 P"。 车 此 时 能 找 出 一 个 中 心 
iP RAD 4° ECARE, RACER RIN 
上 据 求 的 中 心 在 P 并 内 急于 ABC 的 椭 加 的 射影 ， 

因此 我 们 内 注意 等 边 三 角形 ABC ,研究 其 中 点 
三 角形 DEF 的 内 点 P。 令 a 为 三 角形 8PC 的 面积 ， 
BACP AK BR, vA A4PB8 的 面积 ， 赠 了 的 位 置 完 
全 出 XP (oa, B. v) 确定 。 如 时 假设 三 角形 
44 面积 为 1 ， 则 c，B， YY 就 是 所 了 关于 4BC 的 所 
HELME 标 ， 为 了 能 确信 48C 内 两 个 不 同 点 不 可 
能 有 相同 的 重心 坐标 ， 我 们 来 看 一 下 奇 一 个 坐标 是 
常数 的 点 的 轨迹 ， 这 轨迹 是 与 三 角形 的 一 条 边 相 平 
行 的 均线 《因为 底 相 同 的 等 面积 二 角形 具有 相同 的 
Bu) 面 且 版 条 不 同 的 直线 至 多 变 于 一 点 。 

BARBRA URE — AE ABA’ BC, 
它 的 内 切 圆 阅 心 P' 清 足下 式 

MRB P^C') ;面积 (C’'P’' A’) 

HRA’ PB = oa:pry. (7) 

BBA REREH E DAA B C R Gt dus 
XL—RUEABC, 把 其 内 切 畔 投射 成 ABC 的 内 EUN 
El, HRS RAW PDP RE (P3) 有 
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L4 —ı 一 1 4 marrhh! Ee —-3- oad 


面积 (BPC) :面积 《CPA ) :面积 《4PB) 
=arBry, (8) 
REZ 3€141038] SA ABCM 中心 在 点 P 的 
ARS, Gu PIED Beppe SAAS pa, B. ym 
I B. 人 
TÆR ARE ESHIE E DIE HE P DEUS 
Din, 4&ABCISDASEXDILSX S PAETAE 
AAI oao= (BPOCORIRBL B8—4C A 
WHR, y= (APB) HGR, MAKE -+> H 
wA'B'C', SAUD P 满足 关系 式 (7). 
EHR- SR KEET, e. B. yDAER 的 
TEM, BAD ASS PE AB CHW a Ti e- 


Se. Me Peas P, aa, B. v WEES 
HA 
a--Bovy,. Btyv>a, ya, (0) 


ERA E IRA E EAER AE SÉ UH 
PEA AA WS GJ ， 关 系 式 (9) 
正好 是 俩 出 长 为 B CS0, C'4'-—D, A Bi =w 
HAEA BIC PABA SPE. EP ES 
ABA TAR w. rE, U 

mel (BPC) —(1/2rea, 

ERR (CIPA) —G/2rB, 

面积 CAP PPB) —(O/2ry, (10) 
MARA CO) Wie, HARR, 

i94 


至 此 我 们 已 经 证 明了 三 角形 48C 的 fg AAT 
糊 迪 的 中 心 在 其 中 点 三 角形 内 部 ， 反 之 在 由 点 二 角 
形 内 部 的 每 个 点 是 48C 的 一 个 内 切 糖 圆 的 中 b. 
但 是 中 心 在 点 已 并 内 切 于 4BC 的 楼 加 最 多 只 能 有 一 
个 。 (要 明白 这 一 点 的 最 好 办 法 也 许 是 注意 一 下 两 
个 同心 畏 图 的 公 切 线 ， 和 如 果 如 图 43 所 示 那 样 相 交 必 
定 构成 一 个 平行 四 边 形 ) 。 幸 是 与 中 点 三 角形 的 每 
个 内 点 P 有 了 唯一 的 一 个 以 了 为 中 心 并 内 急于 二 角形 
48C 的 椭圆 与 之 一 一 对 应 。 所 以 关于 ABC 的 内 切 
李 罗 的 问题 常常 可 以 用 中 虑 生 角 形 内 的 点 来 表达 ， 
下 一 节 推导 的 面积 公式 就 充分 说 明了 这 一 点 ， 


5, 内 切 椭 加 和 的 面积 和 48C 基 任意 一 个 面积 为 
RZA WABCO- Ar SAB OREM, 
PB. y) HILL TRE, REHAS i 

. C5 (BPC) BHR 
18$ 


B= (CPA) 的 面积 ， (11) 
y= (APB) WR. 
RB PRB BAB Cp mig — PL POE HG h 
RUD MRE. WEAPARABCHIA A =e A 
H DAE —-TSHR EE, Hop AEP EY 
WTARC, FUSES AM HH TH 信 这 + BAH aR 
可 以 用 它 的 中 心 P 的 重心 坐标 来 表达 ， 
事实 上 内 切 于 具有 单位 m 积 的 三 角形 4BC 的 
RAE Hp PAB DBR (a, B, y) Bj, 
面积 由 下 式 给 出 ， | 
EHER- 20) (1 - 28) (1 -2y) Ë 
(12) 


证 明 这 个 公式 主要 党 正 交 射 影 。 

届 卫 为 4BC 的 中 点 三 角形 内 的 一 点 ， 泪 重心 化 
a, B yb (11) 式 给 出 。 用 一 个 适当 的 正 交 
射影 可 以 把 中 心 在 P 且 内 切 于 4BC 的 椭圆 投影 成 
半径 为 Yr、 圆心 为 由 * 旺 内 切 于 4A*B*C* 的 贺 E* 

出 性 质 (P3) nfAn 

面积 (B*P*C*) :面积 (C*P*A*) 

fg (A* PP B*). Se Bs ye. 3) 
Igi (BIPIE) = (nucon, 

面积 :GPa 49) = Chr) (C#AN) , 
面积 (A*P*B*) = (DCA*B*) ， 故 由 


TBE 


(13) Wa APE, E48 
B*C*=ka, C* AF =k. A" D* am ky, (14) 
Wl 44Bp s, 


= payed" B*CUBS RR sm CL) (hat 


kB 十 hy) 一 ( 广 )k 《因为 48C 具 有 单位 面积 ， 获 
at+B+y=1) 。 运 用 由 三 角形 的 边 长 表达 三 角形 
面 程 的 古老 的 海伦 公式 ， 得 

面积 (A*B*CO =A) CL kka) 

- (dai) da eot 

= (La*ca-ze a-spya-zo3: 05» 
A" B* C* R ui $82 F5 AE H3 TAH Hii 

Wifi CA* B" CÓ) e (Sr) Ceo kB ky) 
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(16) 
区 (15) 与 (16) 消 江上 得 到 
tr? 

i aH CA*® BFC*) 

=n i1 -2x)—20)—2y2027. (17) 
由 性 质 (P3) 和 面积 (ABC) 一 1 推出 | 

WEE). MRD _ BRE) — 

MDE) = ARG) aR A gC 

nri (18) 


EL (A®B*C*) 
Bum aot (17) 和 (18). 得 到 要 证 的 公式 12). 
注意 ，- 12) 中 的 因子 1 一 2a，1 一 中，1 一 2 
WIEN, APH} R= ABSA. 


c.r MEINES EER HRA e gu 面积 
公式 还 能 推出 一 个 有 趣 的 结果 。 我 们 可 以 用 这 个 公 
式 证 明 ; HRA] 的 已 知 兰 角形 的 全 部 内 切 横 贺 
之 中 ，3 2 所 定义 的 中 点 椭 圳 中 有 最 大 的 面积 . 

证 明 中 要 用 到 数学 中 最 重要 的 不 等 式 之 一 ， 妈 
算术 平均 与 也 何平 均 之 间 的 著名 不 等 式 。 这 个 不 等 
式 说 ,n 个 正 实数 的 几何 平均 值 绝 不 会 大 于 它们 的 算 
术 平均 值 ， 而 且 只 有 当 所 有 这 些 数 都 相等 时 几何 下 
均 才 多 于 算术 平均 。 在 三 个 正 实 烤 ec，5，* 的 情况 这 

jo — 


个 不 等 式 就 是 
(ab cy te EE, (19) 


等 号 仅 在 a=56=c 时 成 立 ， 一 般 情 帝 下 的 这 个 不 等 
式 多 年 来 有 了 许 许 多 多 不 同 的 证 明 ( 参 看 [127 [63)， 
(19) 这 个 特殊 情 涡 有 一 个 巧妙 的 证 明 ， 它 的 优点 
是 简洁 ， 但 也 有 个 缺点 ， 就 是 显得 象 是 从 代数 帽子 
里 变 出 一 个 数学 兔子 来 。 我 们 且 来 看 一 T, HUE 
X, y, £I, 那么 恒等式 

x3 y'|Rzf—3xyced b y4i Gy? 

+yz)? 4G-—-x)?J (20) 

BLDEVIBRT x—y—:5bREIXE. BülcXIk EA 
Ny, KE RTxey-cmpFSRTO. wa-x5, b= 
y*, Cs 一 2 时 经 过 简单 运算 恒 得 到 do). 

REHE Ge) 运用 到 会 式 02), 4a=1- 
Sa, b-1—3pB, c-1-—2y, th Fatbt+e=3— 
2(a+B+y) 二 1， 所 以 关系 式 (00) 的 形式 为 

C(1~20)(1—28)(1—2Y)) «1, (21) 
Sk 4a=B=y=1/3int FRA, 应 用 (12) 我 
们 看 绚 若 8 是 内 切 于 单位 面积 三 角形 SES EB 
Hut ap Bes Ca, B, y), W 

(EMH 7 (22) 
只 有 一 有 三 7 一 173 时 等 号 才 成 立 , 形 心 是 三 角形 重 
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心 坐标 相等 的 了 唯一 一 个 点 ， 中 心 在 该 点 的 唯一 内 切 
Fe eA. Sr AA RR = Ae LIS P 
RUTH TAR Le 3 3 ae TE RP [E AS Tet BA 都 小 
一 些 。 证 毕 。 


7, 一 个 等 否定 理 中 点 椭 图 和 内 切 图 套 内 切 寺 
已 知 三 角形 的 特别 有 趣 的 两 个 椭圆， 所 以 把 二 痢 加 
以 比较 是 很 昌 然 的 事 。 内 切 辐 面 积 不 大 于 中 点 椭 国 
的 面积 这 个 和 性质 把 我 什 引 向 一 个 重 要 定理 ， 三 角形 
BS Sp Jal eB 

设 [ 是 具有 单位 面积 的 三 角形 48C 的 内 切 区 ， 
若 1 的 半径 是 r， 风 (1》 的 面 和 =nr*， (ABO) 


的 面积 =()L， Ab LARC 的 周 长 。 由 此 二 


e 


式 消去 工 得 


面积 (人 = Scam (ABC) =F (23) 


由 (22) 我 们 有 面积 Ox WEE 结合 (23) 得 到 


LISI 3, (24) 
(24) PSA 05 T RAE ALB C ERE es RS A ER 
立 ， 由 时 4BC 必 年 是 一 个 等 边 壹 角形， 心中 记 住 
比 数 ”了 在 变换 尺度 时 蚌 不 变量 ， 此 处 是 周 长 ， 
TEKH, RITATS MA GDH HT 

L ZIW 3T, (25) 
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HAMM KAL, BRAT KER E WRR. 
XR COPE BS 4 = BN 
EE hss LET EAE], AR SEXO EIS] SE 43 BS, 
in, A-At MARA EnA 
ZAE P, ARXRALLÁTABOÉGED EAECK. tb T 
二 着 形 而 言 的 等 周 定 理 。 

BLA ERI En CE BS TENAEXERU RP, —REnISR 
JE uim dE. ARSED LS Roe, Figs wR 
BR | | 

这 方面 最 有 各 的 定理 是 一 般 等 周 定 理 ， 共 有 给 
EA ISA EDS S A 面 Ht, mamme 
K. | ! 
401 fg 26 RE BE JL EIS px Pa a] HA 
下 来 了 ， 在 这 里 我 们 最 后 碰见 的 定理 是 这 门 学 科 中 
节令 人 肃然 起 黎 买 最 有 吸引 力 的 、 想 游览 到 更 深 处 
ERREN. DEII A 的 专 论 [63 中 将 会 找 
到 这 方面 的 非常 出 色 的 初等 的 介绍 。 


练习 


|. o dec m lid bàA-—EGcdgiEik pex 

Ard ROR DAR. AVAL AS £j fp 

set thi] — 4b IER 803; RH S) LL EK. 
287 


用 正 交 射影 把 内 三 角形 投射 成 一 个 等 过 三 角形 。] 
2* 用 还 交 射 影 米 证 明 桶 图 的 一 组 平行 蓄 上 的 中 
LP A DX 


[45 

J.A BE. P)AET dE) OT AU XX BRAK 
GRUXEÉMc5mETZYTY. 

4, TÀ OE Zr vg 3L 3 P3 ba d DL 0 rm je xe Ay 
的 两 个 中 S dE. Cito. 用 正 交 射影 把 问题 化 为 
crvgiABCD$)iSBH ejemx, Ps, F 
ARERR P Ae AC MP ABD Am, PHRADY 
PREACH Re —e, Sl etPRAPEFACUR 
B. ACE MAE E, 证 明 iMa Be 
tarry. 1 
€ BF (4, DB, vY X A T 5 LRH HH 3H 
‘ESE a, GEO. | | 
oo. Ys Yo yta>s. 
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6, 忆 大 一 个 三 角形 4BC, 其 面积 不 一 定 竺 于 1 
以 及 中 点 三 角形 内 一 点 瑟 ， 详 So; B，7Y 由 (OD 
REM, SEAPRAPHAWTARCHREAL + 
o=(4)Co+84+y)=+6& (ABC), HATA 


(12) 推广 成 
An 
2 (E) x LLL ll 一 —§) 
UC) BRABOIS a»(o—D) 
d. 
一 了 7 


T.RA-MA AMPLE RUABC, WBCT E» 
nCATQ, wABTR, iE AP, FO, CR aR 
BR (dice: 报 据 彻 伐 (Ceva) 定 理 ， 这 三 线 共 点 
的 充 和 要 条 件 X CARYCBP)OCQ) -OREDCPC) 
(WA) L3 

8, FH ABC ABT AE. oa, 日 va 
Ey B2 VTBC, AC, AREJEA EAH 
ER, SRAHARC HTH MIR. Ate 


T o 90Y — 
PUR SR)" 


[提示 ; 车 三 角形 三 边 边 长 为 4，b，c，、 面 积 为 [， 

PRAEBAR, HiT—abc/4R, FRAME 4 xx 

A 6p REHM, E LiHGEHMSDIABCHUE LF, 3 

0,3 X ZF sh PARC E94, Y. LACE 

Hits A. EX d$CeY—X, ZoX, 并 uq CM 

mii migth MAYBE FAA 
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Hit CoM, LABRRAKEKERE 来 说 是 在 
PECORE C 6938 Rib BPH Fie, 
AEM 33 NOE 4S ULHPRC A BREE, 

SXABOHRL WS, doxjupbE&sppe LPT 
TEXADA DRAKA., ERAZERXIXAS4gS 
半径。 试用 前 一 个 练习 是 证 明 

a 
Roe Bd 

TAREE, SAE EX Siati 
43x f$, Enah ahb, R) 


peut. 


ab" 
l0, (Ox, y, DEAE ON BE dg 
OAM, y, ZDRS AA., Ware. ww 
Ad XY 4x4 8]ÁÓE dd gdxux—4d95 
m. 
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AN. WXSX. RSH REL 


R-P-i + 


RUA, dX] 中 间 ADS A SETEDHX ILE 
RREA ash a} EE KE FATE DER A PEA E.. 
ARETAB., TRER (REA aH 
2j) EEIE T ELS E — IPEA n RA br EG 
Aj». 这 个 判别 法 说 。 MA 800—590, 41 


Hf 1- (ansia) DEHE , W v aire (X&ng, 


任何 能 独自 证 明 这 一 点 的 学 生 无 疑 地 都 懂得 
“Wi Ge? pps SL) ,但 是 这 个 判别 法 只 在 很 特殊 的 场 
合 下 才 有 用 。 事 实 上 如 果 一 个 级 数 收 化 得 快 ， 下 笠 . 
任何 判别 法 都 起 作用 ， 如 果 级 数 收 敛 得 慢 ， 我 们 不 
大 可 能 奈 它 何 ， 即 便 用 上 高 速 计算 机 来 帮忙 ， 我 们 
将 会 看 汉 想 把 一 项 接 一 项 地 加 起 米 求 和 也 奈何 不 
得 。 错 把 “判别 法 ”过 分 强调 的 原因 ， 我 想 是 由 于 
wie (REM) 究竟 是 怎么 回 事 缺 乏 了 解 。 - 
问题 部 分 是 由 于 我 们 的 思想 方法 似乎 主要 是 在 
WARREN, FR, MEKAK 
EUREKA, ARCRRSOU SEE RARE. 
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就 以 So x, x-0.99 pE: six ihe 9 区 


间 的 端点 ， 我 们 很 幸运 ， HH HE x6 
SHIPS TARAS. S 


$,— — 


To» $ 


记 以 ， 当 |x1<] 时 ， 和 s=1/ (1 一 x) ; ATRA 
项 来 说 有 s 一 $5: 二 x 1/23). Bp RO dE 
易 计 算出 确保 s 一 s, 志 0.005 (大致 是 二 个 十 
进位 的 梢 度 ) 或 一 so 小 于 任何 一 个 我 们 想 壕 虑 的 
其 它 数 时 所 需 的 项 数 六 +1， 例如 取 x 一 0.99 时 当 
CHH) 《0.99ys+17(0.01)<0.005 时 ， 

即 

(0.99) "* «25x10 9, - 


(1/0.99)**! > 20000, 


log20000 _ 
log(1/0.99) eo" 
时 我 们 才 有 * 一 Swc0.005， 所 以 需要 有 986 项 。 同 
FEM RRP 5K 10789, Mb ME 232097, Im 


N+1> 


”这 么 多 项 用 手 算 太 烦人 ， 但 用 计算 机 就 容易 ， 


但 是 其 它 类 型 的 级 数 就 不 像 上 面 的 那么 好 对 付 


了 了。 特别 富有 启发 性 的 例子 是 号，1/w*， 这 个 级 数 
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作 例 是 很 方便 前 ,因为 已 做 知道 它 的 和 是 f /8 BEI 
只 要 我 们 想 求 很 多 很 多 位 和 ， 我 们 就 能 够 把 和 求 到 
那么 名 位 {因为 ft 的 10 位 小 数 都 公布 了 ,至 PIOS 
已 经 知道 了 ) ,但 是 如 果 想 任 手 算 ， 一 项 项 地 求 级 
数 和 这 到 很 高 的 准确 度 ， 我 们 会 劳 很 大 药 神 。 我 们 
个 得 不 求 200 项 之 各 才 会 使 误差 小 于 0.005 (这 要 求 
REA GH) ， 但 每 增加 一 位 小 数 ， 就 需要 比 前 
一 位 小 数 所 要 求 的 项 多 于 信和 欧 项 数 。 这样， 计算 时 
XU 100 fz NIB E SE mr 2x 101 "个 项 。 我 简 
家 难于 想像 如 和 何 用 手 玉 加 200 个 项 ， 我 是 宁肯 用 计 
算 机 来 算 的 ， 营 还 要 计算 更 多 的 项 ， 我 肯定 要 坚持 
用 计算 机 。 现 在 让 我 用 能 计 算 机 在 一 个 部 分 和 上 再 
加 一 项 要 用 10 微 秘 左 右 《 怒 果 项 很 复杂 花药 时 间 更 
E); 我 知道 最 先进 的 计算 机 可 能 还 要 快 100 fH, 

所 以 我 们 说 是 每 被 秒 策 10 项 ， 亦 BB 每 秒 107 项 。 这 
PRET, BEI CE EÓàN1/2sS 的 107 3g 
2x10, BiZ92.sK, EH UE 个 人 愿意 让 我 一 个 
大 使 用 计算 机 那么 长 的 办 间 部 果 我 们 很 乐观 地 继 
EB oh, iis Ae x 10 种 ， 如 起 ROM 
cote y. FSB LR, ARSE AS 
MER BAKWN, MART Hae 算 到 100 位 
HP E pm. THEN-MERN AAW, B 
RA TRAE eX, Aa Ne 
BDEXGESUESUET TEX In B 
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至 王 别 的 级 数 ， 情 襄 甚 至 更 严重 ， 要 得 到 级 数 
E nT! (loga) i W Ruh E WIT x 10° 个 
Ji Wa doga)! (logloga)™? ie 8 E 


悍 ， 杰 得 到 南 位 小 数 的 准确 度 ， 要 加 的 项 数 我 们 在 
整个 宇宙 中 世 找 不 到 足够 量 的 物质 让 我 们 把 它 写 上 
去 【这 是 一 个 有 10** 个 数字 符号 的 整数 ) 。 事实 上 
在 本 书 第 三 章 中 已 经 提 醋 过 了 ， 只 有 10*" 个 质点 供 
我 们 在 上 曾 书 写 ， 我 们 只 能 在 一 个 质点 上 写 一 个 和 数 
字符 号 (我 们 事实 上 已 经 知道 上 面 那 个 级 数 和 的 利 ， 
精确 到 诱 位 小 涩 以 上 一 一 大 约 是 38。406768) . 

你 完全 可 以 建议 搁 ， 我 们 最 好 是 等 待 砚 好 的 计 
竺 机 出 现 。 不过， 有 好 些 理 四 表明 景 小 的 有 用 有 芍 时 
fay A he KB LOA CER ER OP ET Wa dj 
时 间 ) s 这 个 单位 太 小 了 ， 至 今 都 还 没有 人 给 它 超 
个 名 字 。 一 架 在 10 ?3 秒 钟 便 可 以 如 一 项 的 计 沾 视 ， 
如 果 从 字 宙 诞生 那 一 赤 开 始 计算 ， 到 现在 世 还 没有 
加 完 104 项 吗 ! 

WAR ASD fn) BYE fa ES 
ZU SL RR Fe SER Sq BLAUE A BY RAE 
MR. APER AE FD 80078 T RA 
wate (ig 2 LAS AEAT 0 BY EX. 
HELPE- HATAR CR ARI C42) WE 
你 起 核实 表 中 各 个 数字 ， 或 者 此 已 想 为 另外 的 级 数 

209 


造 这 类 表 ， 那 么 下 面 便 是 有 关 方 面 的 几 点 评述 d 
SERERE RS SUS) 用 ARAHAN 
的 办 法 就 解 次 得 很 好 了， 比如 招 余 项 与 几何 级 数 的 
余 项 比较 ， 用 好 的 袖珍 计算 器 、 根 据 几何 级 数 求 和 
的 公式 就 可 得 出 震级 数 的 各 条 数据 ， 这 点 已 经 讲 过 
了 。 对 于 收 伍 很 缓慢 的 级 数 ， 就 得 使 用 欧 拉 一 麦克 
JAR (SFE CO ) ， 这 时 是 将 余 项 
OL] MOLE Hg. X db 


[7 reo dt DA BRB ER s nd 


能 就 必须 设法 把 它 制 成 表 ,更 准确 些 说 ， (对 于 
“表现 好 ”的 函数 ) X f Co) AN 项 后 的 余 项 到 头 


来 几乎 等 于 | fodit. BER E ARA 


于 :就 必须 [T. fdt<e， 或 N+1/3< 
y (e) , Wah) eR HR wR, 而 q(x) = 
[Prado xt FQ)? H4) RA gle) 


—ix, Wünq(0—(0)75, 但 是 事情 并 非 总 
是 这 样 简单 ， 如 果 qm 已 经 有 很 好 的 家 了 ， 原 则 上 
说 来 我 们 能 够 用 道 插 法 得 到 中 (y)， 但 是 在 一 些 

(看 来 ) 三 为 简单 的 鲍 子 中 我 们 却 无 法 从 已 有 的 各 
表 得 到 我 们 在 表 1 中 想得到 的 所 有 各 项 数据 。 (级 
AE 2)1/ (n'logn) 正 是 一 例 。 ) 
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发 散 级 数 的 情 剖 也 类 侯 ， 这 时 设 有 余 项 ， 大 们 
TEERDE BRAS 的 部 分 和 六 Tio 88 
ay GUO, LOGE 10’. KATMAI S Pile 我 们 很 
PRR BP EL GÀ ITA ILE REE 
SBR A A A RSE eee ORI, XXfR 
T HI BL PSR DR E 2RU BE Ng EE AR UR CIERRE 
i} FEIN, «CRA RB Aa IE CAO 中 的 数据 
PER ARE ERGERT HR HE 
MAHL. REWE H ET REESE 
Meee. ) 上 比如 用 计算 机 就 容易 发 现 ， 对 于 


71(log (n+ 了 1))"!， 要 得 到 至 少 为 


;的 和 需要 算 8717 项 ， 但 车 要 得 芭 至 少 为 4 的 和 数 我 
AIBEBHXE Y. HAEA H, Er b) HEUS 
DEF CE EE AS Pm t a P YF PER fI. 
Boh, SE udbien dA SR PC VENT R 
计算 ， 因 为 远 端 的 项 小 些 ， RAM BRS GAT 
一 会 儿 对 计算 来 说 好 象 都 是 稚 ， 于 是 各 个 部 分 和 显 
然 成 了 常数 ， 

“BPE Ree ERN BO MORCR RE BK — 
点 .我 家 经 很 起 计算 一 个 级 数 的 和 ,这 个 级 数 事实 上 
Jegr RSH CR BARRER” 
- RTM) ， 在 男 一 个 大 学 里 竟 一 
位 明志 对 这 个 问题 也 很 感 兴趣 ， 他 请 一 位 学 生 帮 他 


edd 


编 了 一 个 计算 机 程序 来 求 和 ， 把 从 第 66430 项 起 每 
隔 9" 一 59049 〈 这 是 级 数 的 结构 决定 的 数 ) BOE RA 


按 八 步 算出 的 部 分 和 数 表 寄 了 一 份 给 我 ， 有 个 什么 

东西 使 我 息 把 玫 中 的 数 区 分 开 来 ,于 是 我 发 现 多 6 与 
第 7 两 数 、 第 ?与 第 8 两 数 之 差 都 等 于 0.05631、 这 时 
我 方才 看 出 计算 机 在 和 拇 一 步 所 加 前 都 是 同样 的 数 
0.04631/59049 一 9.536 x 10-7。 我 很 想 知 道 究 竟 这 


个 数 可 能 有 什么 意义 ,有 一 天 半夜 里 突然 醒 来 ,发 现 ， 


这 个 数 藉 来 帝 是 十 进 制 下 2 的 一 个 负 贺 数 。 在 2 的 村 
3E rhe A 3027*-—9,537x1077, RAHN TE 36 
了 ， 我 们 的 计算 机 计算 到 了 20 个 二 进 数 字 ， 而 且 最 
后 芮 段 中 的 级 数 的 项 很 小 ， 到 2 " 才 归 入 由 于 在 
ZAR FRAKE W 项 在 1.67X107 与 1.25 "之 
Ij, m2 3 二 1,9Xx10"*， 记 以 计算 机 也 很 可 能 不 
是 把 数目 向 景 近 的 第 20 位 二 让 数字 纳入 归 蓝 ， 而 是 
$4H*. ` 

如 果 我 们 先进 行 一 点 理论 推演 工作 , 附 表 2 中 的 
大 部 分 所 列 数目 用 好 的 袖珍 计算 器 便 可 核实 我 想 
简要 指出 这 一 点 。 当 f(x)】 诚 小 至 零 时 ， 差 


H TN di 
Z, rw- Jiro 


RTARY HFS (x) =l 《调和 级 数 ) AMK 
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WR. TARE ET RAS RA 
题 〈 若 绘 出 图 来 ， 做 超 来 更 令 人 信服 ) . TEEM 


BAME C 了 (mn) (对 于 大 NN》 必定 趋 近 
[FO dry. vcr) 是 | Ony nE 


K, NDA, RMD JO) 接近 值 4， 必 须要 
NN 几乎 等 于 (4 ~Y) 。 更 细致 的 研究 结果 [了 
表明 ， 若 写成 m= Q (4-3) 215 MERE 

f(n)>A 的 第 一 个 指标 N, Mn HARM, R 
么 是 m+1， 而 且 na 几乎 真 的 是 最 接近 由 (4-1) 
的 整数 。.4 为 整数 值 时 ， 对 于 已 经 计 算 过 的 每 种 情 
形 ,都 是 真确 的 〔1，2,3] 。《〈 记 以 附 表 2 的 大 部 分 
都 可 以 在 被 珍 计算 器 上 加 以 验证 ，) 对 于 调和 级 
Bo 900-6, Wing — E A= 1000 都 是 最 
接近 e^ “的 整数 O. 一般 地 ， 对 整 信 4 来 


Bi, n. EREI (A-Y) HES REI (4 
-y) 碰巧 落实 际 寺 看 起 来 更 接近 一 个 青 数 之 半 。 

FUAR GERREA) 要 淮 确 地 求 出 mx dE 
TERHI (A-Y) 的 小 数 后 几 位 来 。 便 如 ,对 于 


WE. BA=10HRRRM Bite oY 的 


一 个 值 包 括 它 辖 数 部 分 的 44 位 数字 ， 并 对 小 数 部 分 
213 


fe spe. GE ERA BE Te 
上 3 幸好 e ”! 是 数论 所 关心 的 数 , 面 J.M, 乌 伦 奇 
又 对 精确 计算 有 趣 数 字 有 爱好 ， 座 以 当 我 对 计算 

e! Y REMER, EAER e YH 150 位 近 


OH, Be  ”， 那 是 计算 机 时 代 到 来 之 前 很 
ARAH: S SBR BET, Bom 的 精确 度 还 
计算 得 高 。 记 以 算是 算得 出 求 的 ， 不 过 得 溢 它 过 
e. 

Xt AS BBO UL BSE FEY. (说 起 KA 
也 有 些 奇怪 ， 虽 然 原始 欧 拉 常数 很 引 人 注 日 ， 其 它 
的 网 挖 常数 却 有 点 被 冷落 了 。) 直接 从 定义 出 发 来 
求 不 太 宕 易 ， 但 车 把 攀 拉 一 考 克 劳 条 公式 和 计算 机 
计算 结合 起 来 ,常常 就 可 以 得 到 充分 准确 的 值 了 .不 


过 我 们 也 需要 把 ews [- fadt BAG R He 


编 成 表 ; RAEE BEM RBA RE. 
IGE BRERA RB 

ARH, MRRP RRR EH (a) 
A Dele) MRR, HAAG SCROLL 
s(n OR, KT REM 为 fn) màs) 
ABE Res 换 甸 话说 就 是 ， Df le) 的 部 分 和 要 
ik$ — se ARES etn) BRA 
Rees, ERE RAR RR BEER RG 
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BY ia) ES L3, 一 个 富 于 启发 性 的 例子 便 是 帮 m) 
—n1 Hg (n) 一 Hog (n1) s» IB T HRH 
Lexy ER BS RAPE. EA of (") 必定 比 
he (n) RRR, m ZHOBRERBEAICEEAE DG 
Lg BEAT 10! “4 项 到 105 项 才 行 。 
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Ju. JF P3 ELE H £x 


RAMA AR 


在 三 维 坐 标 空 间 中 ， 令 z 辆 上 的 点 光源 了 将 以 
C (1,0,1) 为 心 半 经 为 1 的 球 在 x#y 平 面 上 投下 一 
ARE (图 46) . BEDRE HATS EIE 切 于 球 
的 光线 记 成 的 回 锥 确定 ， 它 就 是 这 个 正 圆锥 与 x y 
平面 的 交 线 。 因 此 按 定 义 ， 包 图 阴影 的 曲线 是 一 条 
iB) EHH SR 
事实 上 从 了 工 射 出 前 光 绕 形成 的 难 体 只 是 用 
来 定义 贺 难 曲 线 前 那个 双 叶 锥 体 的 一 半 。 为 了 识别 
排 线 阴影 的 类 型 ， 我 们 可 以 设想 T 的 另 一 方 有 一 个 
完全 一 样 的 锥 件 。 得 到 的 包 立 期 影 的 网 锥 则 线 的 种 
尖 由 7 在 > 畏 上 的 位 置 决定 。 若 T 在 点 9 (0,0,2) 之 
《上 ”， 风 xy 平面 只 与 圆锥 的 一 半 相 交 ， A Mj 
HEEE EN pRB, TAB 好 
在 S 位 置 时 xy 平面 与 圆锥 的 母线 平行 ， 这 时 出 现 的 


全 这 里 记 壕 的 是 [主打 斯 顿 大 学 ?可 ， 风 。 并 区 尔 教授 4970 年 1 
Hos EP AUEBHEBERIBVUEUTE HARE RR ART. RU R8 
Up, SOLDJRDBIESgRSPRREDÉIQDEENB). ASA. ULT 
[3E ELE SS X. 
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E 8^ 3E A77 72 BI Tf] 33 TEES LC (CO 0,1) 2H 时 ， 
OF pj FBG BS POET BRAC, I AE— EM RR ( 
昌 然 ， 如 已 经 提 到 过 的 那样 ， 只 有 一 支 实 际 上 多 勤 
HTB) o META $ iy “E” B 
动 ， 显 然 这 阴影 就 趋 近 图 心 为 (170,0) 的 单位 
E. Aha AK ARIS Ex, Ri 
A- E Sp POT SE TORT IRE qp BA RIN 
HAE RAR, ReER- BABE. 我们 将 会 
Aa- Ur HRR FS [RAE RRAS 7038. T, 

因为 对 于 离心 率 e 的 每 个 值 ， 在 这 族 曲 线 中 都 有 一 
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FERRA, (EE ETE” N 
HE A Re MOA, ae ROR 5 — T 
ee (Hi) 的 距离 和 它 到 一 条 和 定 直 线 ( 准 线 ) 的 距 
EZ EE (ALE) 。) 我 们 的 旦 的 就 
是 要 求 这 族 贺 锥 曲线 的 方程 ， 这 项 任务 将 把 我 们 带 
到 格外 有 趣 的 某 些 解析 儿 何 问题 里 去 。 

SERRA RET PRE “od”. HA AMAA TE AIG 
"B. HAT RRR EPA, Ard 
BARR BASRA PAB ik Cie 
£X" (terminator) , XX AIDE EUIWE 5j RD 
点 组 成 的 一 个 环 而 已 。 现 在 我 们 来 看 这 个 图 形 食 于 
xy 平面 审 的 横 裕 面 〈 见 图 如) ,. XE Eom IRI 
d. MEMAR LARA, — ÓXTPUISEG MH TK E 
MK BUSESEJLÉRIB GU BRM RRR B. 我们 
蕊 土 就 会 看 到 ,在 xz 平面 上 ,这 条 直径 区 开 的 斜率 原 
来 竞 是 在 xy 平 面 上 勾勒 出 胃 影 轮 记 的 图 惟 dp 线 的 
离心 率 ! 那 也 好 ， 我 们 就 预先 用 字母 < 来 表 m 这 个 
SERI. 

Ex WE LEAS ERE (0,1) , AIK M E 
POP Ly 45g 

z-j-—e(x-0), 
也 就 是 
| ]123-ex— £0, 

在 三 维 坐 标 系 中 ， 给 定 的 球 画 方程 为 
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(x—1) *— (y-90) 7+ (2-1) *-1=0. 
MERNE PE ST. IRR TE 
Me ALA M Exe FLEE Fe m A PE 
程 
(x-1'rviro-D'-i-(ltex-z). 
35 LEE TE fa: 3] 
y'—2x (Lte-ez) + (e*—-1) x". (1) 
Pt RARER? MERRIE RE 
HEERA ERS RE. 证明 这 一 点 是 满 有 趣味 
的 。 至 此 我 们 只 消 令 方 程 中 的 > 一 0 就 得 到 阅 俊 阴影 
的 方程 。 先 试 一 下 看， 我 们 将 得 到 欧 贺 锥 阴影 的 方 
程 用 e 表 示 时 是 
y=2x (14e) + (e?-1) x*. 
FEM DUG A. DAE REE MR NHS EAE 
S EXORPUSAEUME. XXGEGEGCp ERE. 
首先 我 们 引入 变换 
X-x, Y= ys sitez, 


这 个 变换 的 几何 总 尺 暂 缓 考虑， 我 们 只 来 看 看 它 对 
我 们 这 个 方 竹 的 作用 。 我 们 有 eZ—ite-ez, 于 
FER MT (1) FA 
Y*-22AX(eZ2)-cT(e*—1)X^, 
HMpX*RqY'-rXZ-0X. 
. 215 


SR YSERA RAM — DRE. DUE 
本 身 显然 在 这 方程 的 轨迹 上 。 假 定 另 有 一 点 (a,6 
C) 也 在 这 轨迹 上 ， 这 就 会 得 出 

patt+gbit+rac=0, . 
PHB Ca, tb, tc) , (REMI, dX 
方程 的 左 端 ， 我 们 得 到 
pifa}*+qCf6)*? +riia} Gc} 

-i (pa'+qb?+rac}) = 0, 
ERË Cia, tb, tc) 也 在 轨迹 上 。 但 是 当政 
遍 所 有 实数 值 时 ， 点 (ta, ib, tc) 就 要 通过 连接 
(a, b, c) 与 原点 的 直线 上 的 每 个 点 。 也 就 是 说 
连接 (a. 5. c) 到 原点 的 整 条 直线 都 在 那个 加 这 
ELA Gs, th, tS) ROBE AR (a. b, c 
FEC PE a aes DEBT). 

XPM SRGEXV Fi {部 Z 为 常数 ) 的 一 
个 平面 的 交 线 方程 如 下 

pA +tgY +hkA= 0, 

k 是 个 适当 的 数 征 系数 。 但 这 个 方程 表示 芍 是 
圆锥 曲线 ， 所 以 我 们 所 探讨 的 轨迹 就 是 这 条 圆锥 则 
线 与 作为 侦 点 的 原点 所 产生 的 圆锥 。 讨 论 到 这 一 步 
我 们 并 不 知道 这 是 一 个 正 圆锥， 但 这 不 是 一 个 问 
i, | | 

REZIN, qAIBN SUR EE, 
(RBA IDA TCU AW? 现在 就 

S26 | 


fa,b.c} | (t2, 2b,1c) 


LLZ 
ULLA san 


4i 


rf 


P d 


HE] 47 


该 米 分 折 我 们 的 变换 蕴涵 什么 儿 何 意义 了 ,我 们 兽 
HERRER (Xx). RRR BR, 至 Fe 
ERE FREE z 再 加 上 一 个 〈14.e) 7e. 
用 ~ z 不 过 是 从 yy 平面 把 一 切 扣 也 反 射 而 已 ， 其 土 
(ite) /e 则 表示 作 了 一 个 平移 。 所 以 总 效果 就 
是 经 xy 平面 的 一 个 反射 和 和 在 让 >* 辑 的 方向 上 和 作 大 小 
为 Qe) Sei KER, WIXUEER SE RUR SIE 
RAK Beste. BP DR c RE 
SRE. HAESOIBLUEBMETI. B 
以 我 们 的 原始 方程 (1) RHR WS. 


fal 


[rm 


接着 我 们 要 做 的 工作 就 是 证 明 它 是 切线 光线 形成 的 
LEA 

PR TRIB BE aa. PE A E 在 z 
RAMEE ERP - Cte) /e Rik Bxy 
作 一 次 反射 。 这 样 做 就 会 洁 把 顶点 【0，0，D) 
EFE (0, -Ct+ed/e), RENE LB 
至 点 (0. 0, (1+e)/e) . Fit 得 Ae El HE BS 
顶点 是 (0 0, Cte) fe), 

BEER IB AE EEDPAEXRPO. y, 2) . 
WPT eet D. ARERIEDEYSG yz 平面 H 
AX—jETBE. JOGLHBXCP—4AENRe, KRY y 
FIT (B8) 。 记 以 过 点 了 平行 于 y 轴 的 一 条 直 


lt+er~-#=9 
P Cix OE) 


r r7 M 


„T 


! 
i 
L 
i 
| 
I 


Bl 4s 
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HeT R RPA TEM TE it SAEM 相交 于 
一 局 日 (xX，0， D, WA V BRS HEB 
于 相同 , 因为 直径 在 xz 平面 上 上 。 因 为 @ 在 直径 上 ， 
BEER Ban AR HIERA Fe, EI 
l+ex-z=@Q, 
(ABM x zEPISASER—RE. 由 于 3 不 出 现在 方程 
eP Er EAD (rz P RE ppt SERE 1 + ex — z AN OME, 
SATE PRR END Rx SPU ER ABE 7; e 
| (x-D'ty't(-D'-0 
ER I, ra P ag RS Ad ER fA OR arte 《12 ， 因 为 
我 们 刚才 看 到 了 它 使 得 方程 两 边 芭 零 值 ， 位 也是 宕 
EPA ERLICH, BULBS AS ee PIU 
ARS hE, Ap Lae Sh ba BR RE Ea ITR AL TH Ju 
(0, 0, (lie) /ed) Brrr misit. 

现在 我 们 香 汉 虽然 光源 了 的 位 置 在 > 畏 工 总 不 
SERE OX EXKL, SW OBAT 一 个 
CEA &dEx ÉD DUK MA HBEUBESEEe, 
所 以 我 们 就 可 以 反 过 来 从 一 个 具体 的 e 值 简 椎 出 相 
MAT adr d B vk STR UL LL BE EPR), EA 
He DS LES DERE TM ERE gi z Hp 
STR. DOD Axe PF REM RL, TR 
TM 是 球 的 回 截 部 分 KMN 的 一 条 切线 (a). 
PRT AGE BH ES HES Ta] 中 T 是 (0, 0, Cte) /e) 
he x2 平面 上 就 是 (0, Gte) 为 出 目的 我 
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MARAKM NATH, MEP WTM 的 方 


me 1 


m S 


ad 
加 KMN 的 中 心 为 (L 1) > 半径 为 1， 所 以 
方程 为 


(x-1) ?+ (2-1) *-1 
我 们 早先 就 知道 KM 的 方程 是 z 1=ex。 解 之 得 
(x-1) ^ te'x'21, | 
Bl 
(1 十 ez? x*—2x—0, 
其 根 x= 0 ABRE, 5R 
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和 


onl 


BETIE 
ATM. TEIMER 


_ _,, 2€ _ (ite)? 
z=] -+ ex=] + ie iret 


E DLM sed 
( 2 (te)? 
ite? tte 
RST RE BUR Bogen A 


x*-2*—-2x-22-c41-0, 
hfe (xj 2) WF Mx? +274 2ext+ 2 fe 
+h= OR UIROS EE dEx xz 24g (xx) 
4f ern) th- 0, TMSLM RIUDRUI EXE 


4 t e) z= (x4; 
ET 1r«c* 


- (17e) ) _ 
(++ I4 e t1-9 


3j PRM — b AORN RE, BANS a= 0 得 


Itet [+e 1+e¢? 


(1-6) !'z-2—- (t+e7?) z- (1+e) :+1 


+e’=0, 
2e2z2—-2-—2e=—9 


JP Bp 


这 就 是 要 求 的 。 
A25 


因此 我 们 所 谈 的 EQ HE 的 确 表 示 的 是 那个 切线 
E. m EIE EMI 
y*'-2x (l1+e) + (eà—1) x!, 
UAE Rx? 一 2% 十 y* seat tex, Bini B 
(x-1) ®+y*= (ex+i1) ^ 
Dp EP 


(x-1) * tyè setat 2) 、 


因而 

Vo (D +5? =e ( x +=) 
这 个 式 子 的 意思 就 是 : HO, y) 到 (1，0) 的 
Hae Ee Ax + (1/6) 二 0 的 距离 Hem. tE 
ERAS Ge 3) 到 (1, ORR SHER 
x (fe) 一 0 的 距离 之 比 是 一 个 正常 数 e. 所 以 
我 人 的 轨迹 是 焦点 为 (tl 0), HBR AH x= 
- (1/2), AOE Ah — A EE ir 2 LE LS S 
-EKA MA 1H — EK (0,0, 2 “bE” HT 
ABT (0 0 (1r0/o0HBmGIB3Sg E dg 2 i 
中 一 切 可 能 形状 的 舱 线 ， 但 图 不 芷 此 例 ， 因 为 我 们 
已 经 看 到 ， 圆 可 看 成 基 了 漆 车 正 > 轴 向 上 移动 的 级 
HS ih. 

BJGRIVERD, ARM BTEHBAS 

yw=pxrtygx’*, 
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(Sopp 0) ， 佬 大 的 希腊 几何 学 穿 阿 波 龙 尼 E 
斯 在 锁 研 区 众 曲线 时 就 得 到 了 圆锥 曲线 的 一 般 方 
Bí WHAM ADR CERI 
q-6 —-1) &i 

Q0. Sy bu d CEB RH LW 

pJej}, 

q= 0, Fyt = ps: MHR (e-1), 

q> 0， 有 y >te: MBA (61). 

Tà TIER FUR —1- S8 RS RA. iT 
ELH. HE A Ede EA EROGO I EX TET, 
i PB TPIADE. HERR, AA 
fU initum dq ERES I TR AS, F 
Jéühgtfqgu4AWRAAS HERP TE UB 
点 ”， 即位 于 无 穷 远 处 的 点 ，。 

开 小 勤 首次 使 用 “焦点 ”这 个 术语 ， 曼 然 更 早 
得 宅 芍 时 伐 人 们 就 知道 它 的 重要 性 了 。 怨 是 第 一 个 
OF eal GEER RE SORE A, (ETE TH —71 0E 
FEAL A A. 

本 文 结束 时 我 们 想 指 出 ， 我 们 讨论 的 球面 现在 
m “HAARE” o EETL TERR 
— i RUS BAe SR RUD 8 E ee a R 
SEDAN (L 0, 0) 为 一 个 焦点 ， RAAR 
Fie 
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斯 基 威 斯 数 (5kewes 这 个 名 字 的 读音 我 觉得 
应 读 成 两 个 音节 ) 在 大 约 四 十 年 前 在 数学 界 是 人 人 
篆 知 的 数 ， 但 是 看 来 对 这 一 代 信 就 已 经 是 陌生 的 东 
ET. RAEG. H AREI FAG E le b. 
17) HAERE RE, RER AHE HARE 
Xm I." BRB BARA GEYER 
意义 【参见 [2]; HÆ (23) ) ， 不 过 斯 基 威 
新 数 仍 然 值 得 拿 来 思考 。 它 是 什么 数 ， 是 什么 意 
义 ， 最 近 情 况 如 何 , 我 很 想 加 以 介绍 。( 到 18953 年 为 
正 的 一 贫 十 分 专门 的 讨论 收 在 李 特 尔 武 德 的 著作 
[16] 中; Jii — 003818 HILO it a 
学 ! 山 是 由 仇 萨 克 * ABAR (O 给 出 的 。) 
我 们 需要 知道 一 些 背 景 郑 识 。 旱 在 两 千 多 年 前 
希腊 人 就 秀 猎 沈 素 数 了 《 欧 几 里 德 兽 证 明 素 数 有 无 
512^) ， 但 就 我 所 知 ， 希 腊 和 人 从 未 想 过 数 一 数 到 
一 个 给 定 值 x 为 让 有 多 少 素数 。 事 实 上 好 象 是 没有 
Aana — EL 301800 E Bj ^ A pic 
(9) 和 和 高 斯 C4) Ae Co) 即 小 于 或 等 于 < 
220 


的 素数 的 个 数 ， 他 们 是 就 当时 已 有 的 数据 在 一 些 区 ， 
ES ea. Sat (1796) KEEA By #400313, | 
lil HEUS IS AREN Hee Be Ce x 

对 于 六 前 x A 近似 等 于 17 Gogx—B) , xh 中 的 
了 大 他 撒 据 经 验 确 定 的 常数 ， 在 素数 序列 中 发 3H 
《至 少 是 显得 来 是 发 现 ) 了 如 此 大 的 规整 性 ， 在 当 
HGH TBs. BREA BAI. ti 
据 数 值 性 数据 猜测 在 x* 处 的 “单位 区 间 素 数 的 平 均 
个 数 ” 大 约 是 1/1ogx、 因 此 他 正 象 现在 任何 一 位 
学 过 微 积 分 的 学 生 一 样 推断 ，r (x) 应 近似 地 等 


+ 
x dt 
| logt’ 
到 1849 年 时 素数 表 更 长 了 ， 高 斯 的 公式 看 起 来 就 更 
准确 了 ， 勤 让 德 公式 也 是 这 样 。 

很 据 有 限 的 数据 赁 经 验 作 出 的 估计 不 消 说 是 可 
能 出 错 的 ， 以 1。，2。4，8，16 作 祥 几 项 的 数列 下 一 
项 是 什么 ? RA (而 不 是 数学 ) 归纳 法 ， 人 们 多 
半 会 回答 说 是 “32”。 然 而 我 们 大 家 都 知道 ， 返 辑 
正确 的 回答 是 ，“ 我 不 知道 ”的确 ， 把 专门 入 的 
构造 路 开 ， 下 一 个 数 完 全 有 理由 是 21，22，31 或 36 
(参见 (21) ， 序 列 425 一 429，433) 。 

KARETE LK, DLEE Wi Ai 对 
了 ; 他们 两 人 很 可 能 都 想 使 我 们 相信 ， 这 个 近似 公 
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式 是 渐 近 地 正确 的 公式 ， 换 名 话说 当 x 一 oo 周 
T (x) na 或 


x dí 
w(x) A legt 
XX BUR ERA Sc AES CAR TR DS E ry dx 
I5, el (5) ), 痢 等 价 于 


x (x) lioc tie 
这 最 后 的 式 子 就 是 “素数 定理 > , 虽然 在 1800 年 前 
后 实际 上 就 已 经 钞 测 到 了 ， 伍 是 直到 1896 年 才 获 得 
证 明 (MIA 3 hes E+ BRN ee EY 


的 ) ， 
数学 家 是 永远 不 满足 的 ! EE BT THY 


精确 些 。 在 这 个 例子 中 接着 要 问 的 问题 是 “误差 有 
ZA? ”我 们 知道 x (x) / 一 -一 1; 伺 是 ， 即使 


logx 


- 一 一 一 时， 这 也 是 成 立 的 。 德 , 拉 . 天 


n (x) foun: 

Jk RCW, BWA RIL: 不 
€i 8 秆 么 值 , 电 斯 公式 的 误差 始终 要 水 些 ， 所 以 
人 们 喜欢 把 zx (x) S]. topi, RAAR 


的 是 ， 把 * x》 与 更 对 称 的 积分 lix = | ”5 


比 。 在 1=1 寻 这 是 个 反常 积分 ， 因 为 被 积 确 数 此 只 
ST 这 积 务 应 理解 为 主 值 ， 当 x>>1 果 的 


23] 


lim bh a =) 
lix= 5 CH, E 14, logt 


《在 x==1 处 ，lix 无 定义 ， 不 过 我 们 也 只 对 大 x 感 
兴趣 。) 

施行 变量 殖 换 logf 二 #，[ix 化 为 指数 积分 

lix= [ OE igi du, 

lie, XCAGRAMAURRU EE &. HAE OK th 
更 容易 。 0 
— 随 着 关于 各 沾 素数 的 分 布 情况 的 知识 愈 米 愈 丰 
富 ， 也 就 可 能 对 越 来 越 多 的 x 值 将 r(x) 和 lix 加 以 
比较 。 即 使 在 今天 ， 超 过 107 的 一 个 个 的 素数 也 知 
道 得 不 多 ， 但 是 不 必 一 个 个 地 了 解 就 求 出 小 于 给 定 
数 移 素数 究竟 有 多 少 的 方法 却 是 有 的 (参见 [11) 
和 [13】) 。 下 面 的 天 是 从 (73,00), (3 
搓 来 移 ，1ix 的 值 取 为 最 接近 的 整数 。 


Xx x(x) lix lix~ a(x) n(x flix 
I0" 168 178 10 p. S438 
10° 1229 1246 17 0.9881 
10! 39592 98630 — 38 — 0 090: 
io* 78498 78628 150 G 9933 


107 664579 664918 339 0,9995 
2x107 1270607 4270905 298 0.99977 
3x10' . 1857859 1858213 354 0:99981 
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3x107 2631667 2031974 307 0.99985 
8 7x10' 2281823 2282253 630 0,93972 
4x10' 2439654 2434016 962 0.99985 
10" 5761455 353762209 754 0,990987 
1.1x10' 6303809 6303656 347 0,999945 
1.2x10' 6841648 6842446 798 0,999883 
1.6x]0 8974458 8975897 939 0.999895 
1,.@x10" 10030385 10030764 383 0.939962 
5x10* 26355867 26356832 $685 0.999963 
7.5x10' 38703181 38705046 1865 0.999952 
10° 50847534 50849235 1701 0.992967 
10*' 455052512 455055615 3101 0. 969903 


10 "与 10* 之 闻 的 各 条 数据 x 选 自己 进 版 的 一 些 
zx BHapRibA km EGElux-r (xj) Wn A S 
还 是 比较 大 的 。 注 意 ，T (x) /AI 看 来 的 确 是 趋 
Wil, RAASERTH, BREE Bit 
于 1。 然 而 lix 一 x (x) 始终 是 正 的 ， 而 且 总 的 说 
来 随 着 < 增 交 似乎 还 在 增 大 。 我 们 认为 li%x 一 nx (x) 
一 十 co， 这 个 是 铺 有 可 原 的 。1914 年 ED 前 AI 
Wix-n (x) EARE ARA EuR a 
Hixt— A. WAGES RR Xexlix mx) 
IRFU IK +ALL (x3) 开始， 给 出 的 数值 结果 运 比 ， 
Min B ERS s 这 个 证 据 看 来 绝对 有 利于 说 lix 一 
zx (x) 是 正装 。 但 是 村 特 尔 伍 答 1911 年 都 证明 1ix 
=n (x) (EG SUXBPWIEA NU)», (7J 


SPA RULES UEBER) 。 原 来 ix 一 (x) 的 公式 
.中 前 正 项 最 终 被 还 多 会 了 因子 logloglogx 的 仙 . 
项 抵 溢 和 完 了， 这 个 因子 的 影响 要 在 很 长 呈 闻 以 后 才 
E 现 出 来 《loglioglog102* 出 1.343 还 小 ) ， 李 
TCR Ti RA ESSE BONS OE CE GE A Re A Bs 

它 连 使 (xz) >lixthawy—-PpAT LRH, xt X 
3 X nt a] - p qa SEDE HL IE XSEURE X 25 e X BIA m Ox) 

“lix, 

KAREI, ZEdRAR (n GERI At ER ST 
开始 寻求 一 种 证 盟 ， 这 个 证 阴 可 以 给 出 一 个 特别 的 
有 使 得 x 达到 立时 lix 一 x (x) 政变 符号 。 到 1933 年 
HAT RA TRA, SHANA (19) 是 


34 
1919 
X :—10 , 


Wü EBGESUEBBUENGL. CREÉ—AJLBSDERUR 
MS. ) ERRATA ROC GOES TT 
i, 它 确 实 是 个 大 数 。 为 了 对 它 有 好 大 有 个 概念 ， 

AR i BZ FRA 3G Fe Be" (8. b. 23] 

TRAE 


«> A SEE NL SE. Kasner, 1i81T8— i955)jE 10! ** üu 
googol, #2101! nes RigooRolgplex——7E3 £u. 
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而 宇宙 中 的 质点 个 数 只 不 过 大 约 是 10 PTU 


(14. £,1216) . BRAHA BUR CO, p, 172, 
Mrz: o PEOR jr de is REX e pr S T BERE IO RR, 
ZEH- PARMA” EI L4 58 iX 
I — ki CAR dose. CEA AE C16, p. 109) 
WERT, Betas Be bT10!o . ) 

FFP OR URI AD TZ, Bu eS MB 
解释 一 下 CEE A tp AH (3), (22, 
[253 ) . BBC ae Ssh eA FIN BAR 


sd pt aply, 
G (5) 1*5 72 gat 


EX, WRATH EN ERK. (HEC (3) 
可 以 开拓 到 《 除 点 ;二 I 外 的 ) 整个 复 平面 ， 这 和 人 
们 更 熟 策 的 信函 数 可 以 开拓 的 情况 有 点 类 似 。 开 H 
后 的 函数 当 s 为 负 整 数 时 取 值 为 零 ， 在 带 形 0< Res 
<<1 之 外 别 无 其 它 零 点 。 在 此 带 形 之 内 ;& (3) 有 
无 穷 多 个 零点 ， 实 味 上 对 于 |Imsi <T 比 TiogT 的 
一 个 常数 倍数 还 多 ， 黎 曼 假 设 说 ， 除 了 在 负 整数 处 
的 零点 (np “平凡 零 点 2 ) 外 ，5 (5) 的 全 部 零点 
的 实 部 都 是 #4、 虽然 现在 我 们 比 黎 曼 对 :函数 懂得 更 
多 得 多 ， 但 是 演 且 假 设 至 今 仍 未 得 到 证 明 。 实 部 为 
3 的 零点 有 无 房 纱 个 ,最 近 勒 维 进 [12) 指出 ， 三 分 
之 一 以 上 抱 去 点 实 部 是 4。 罗 赛 尔 、 纯 菲尔德 和 他 
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宣布 他 计算 了 4 千 万 个 零点 ， 计 算 了 这 么 多 ， 它 们 
的 实 部 都 是 去 。 

| Ci HS SE GUTEDEDRBI AR OUS 

RE iz.) i 


j 
& (s) =| 


在 此 式 中 《和 所 有 类 似 公式 中 ) MEEA AH 


素数 ， 这 并 没有 与 上 指明 6 (5) 的 零点 如 何 用 于 素 


数 分 布 的 理论 ,不 过 从 这 个 公式 我 们 却 可 以 得 到 

= 1 

* logi (5) = > mpe” 
pom 


CX Hit) mE IER, ROH) » FR 


„E (s) _ x loge 
C) 之 pure 
pam 


”后 两 个 公式 都 肯定 地 意味 着 & (s) =0 的 那些 点 
一 定 会 和 素数 分 布 有 某 种 关系 。 但 精确 的 关系 却 很 
难看 出 来 。 我 们 想 把 一 个 公式 例 过 来 ， 用 8 函数 来 
表示 素数 ， 击 不 是 让 素数 去 表示 函数。 首 先 ， 求 
出 用 C BRIAR CoD Ra (x) 要 容易 、 


f, WB (Cm | 9 O) diit (x) = 
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之 ,logz。 然 后 再 来 求 z(x) 本 身 ， 这 时 只 


是 技术 环节 上 嘛 烦 些 侧 已 ,而 不 是 真 的 很 困难 .真正 
fie, Beds) HERPES Ae T 
t GO/EGORB] —A- RARE 达 . 这 里 , KATLAA E 
点 的 位 置 我 们 知道 得 越 案 ,我 们 获得 的 情况 就 越 多 ! 
FURS RESEMOHHKA. GR, HORS 
假设 成 立 ， 它 世 并 不 告诉 我 们 有 关上 函数 零点 的 全 
误 畏 况 ， 它 只 是 把 这 些 零 点 放 到 了 一 条 线 上 ， 却 并 
没有 说 明 这 些 堆 由 究竟 在 线 下 的 何 处 ， 热 而 我 们 却 
可 以 说 t 重 数 坚 点 位 置 问题 是 和 素数 分 布 问 题 等 价 
的 。 与 5 函数 零点 有 关 的 一 个 物理 学 问题 上 为 有 趣 ， 
这 旺 分 析 黑 体 混 合 物 发 出 的 辐射 从 而 确定 黑体 间 葡 
温 凡 分布 的 问题 。， 这 个 问题 可 以 表达 成 一 个 积分 方 
程 ， 要 解 这 个 方程 必需 用 65 函数 去 除 某 个 东西 [17， 
p.412 ,所 以 维 纳 以 前 常常 说 分 析 黑 栖 辐射 的 物理 
间 题 和 确定 娄 数 分 布 的 纯 算 术 问 题 是 等 价 的 ， 
WRREBRER, MUUE (至 少 在 目前 ) 
它 不 成 立时 证 明 出 关于 素数 分 布 的 更 精确 的 定理 
Xe. Bid, RMA n(x) /lixol Bik Ba? 
fe itagn(x)/lix=1l-e (x), Babe (x) 一 0。 
如 时 没有 黎 曼 殷 设 ， 我 们 知道 的 最 佳 续 果 是 
gx) <exp( -e (loga)? ) 

APES WAAR EE, Eo 结果 就 可 
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EL PEN 

' g(x) «cx ^(lozx)*-—cexp(-ilogx 

+ 2logiogx) 

(c 与 前 面 不 同 ) ， 这 是 更 强 得 多 的 秒 论 。 

现在 我 们 回头 求 看 斯 基 威 斯 数 。 在 证 明 存 在 定 
理 时 ， 李 特 尔 伍德 可 以 用 黎 曼 假设 ， 轨 为 如 果 黎 曼 
{Be Fy PEN AR AR SN FF FE re PA SE 
HLH, REZSeQURWGUARIETERBE 
国难 些 ，193% 年 他 用 


取代 了 最 牢 的 斯 基 威 斯 数 【 设 有 用 未 证 明 的 假 必 第 
件 ) 。 这 个 新 数 当然 更 是 大 得 不 可 起 象 。 (1955 年 
他 把 最 项 上 上 的 指数 29 变 小 为 3。) 实际 上 斯 基 威 斯 
oe RAK REA SB je S Be 
的 一 项 挫 论 及 其 否定 形式 ; 想 知 道 详细 的 讲解 ， 请 
读 [1 的 的 113 一 115 页 ， BI, dm BoM 可 以 说 已 
经 知道 了 什 私 取决 于 很 复杂 前 证 明 的 数学 事实 的 
话 ， 邦 和 公 在 1955 全 就 已 泽 短 道 了 ， 对 于 小 于 上 述 特 
PRIE x, lix-x (x) BES. 

你 也 许 党 得 很 纳闷 ， 为 什么 没有 哪个 人 把 这 个 
问题 拿 到 计算 机 上 去 解 灾 ， 没 有 这 样 做 的 一 个 原因 
是 ， 直 接 计 算 似 乎 办 不 至 .看 来 很 本 能， 司 n(x) 
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1x 欧 第 一 个 数 x 已 经 比 1022 大 了 ， 而 这 个 数 是 天 
AHH SOLE AE OAS M Sie Se 
WÉIIA4SMOSE S4 p, 7972 。 不 过 却 可 以 
偿 有 晤 计算 机 去 间接 地 攻 这 个 问题 。 菜 名 (103 不 直 
Bez Bao -lix BAER hee", dU 
TS Ee eR AN BY AT RAST aT Ae Be AY. TERET BH A 
式 ， 这 公式 不 是 表示 x 《x) - 1x 本 号 的 而 是 表示 

一 ACER Bue v d n (ey =li (e) > ~ 2 


las 


Fe BREW! Tack aT emo!’ <n x 


101195 [4 A UR AED eR ER Hi Pw Cx ) lix 
Ay E Mengx. (AG i WA E153 x 107) 8 和 
ti.85x101185 之 间 这 种 数 前 个 数 比 10 ”还 大 ,所 以 
WE RMT AA ST BB x Cor) > Lie Ye oR x TS m 
SE C6, p, 17) ,可 能 在 不 太 还 的 将 HE ie. 
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